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 機率浮現_機率論結合運算思維之課程設計 

Visualizing Probability---Computational Thinking in Probability Instruction 

 

壹、研究動機與目的 

    大學應用數學系的機率論教學，多以介紹各種機率分布與機率性質為主，充滿著機率分

佈相關性質的推導，已經很難引起學生的興趣。中部某校應用數學系的機率論為二年級必修

課，學生對於必修課的態度，常常是修不過再修就好。分析 105 學年教學現況，近 90 名學

生中，有半數重修生，而總成績分佈，重修生與二年級生成績的中位數雖差不多，但離散度

二年級學生比重修生大，無論原因是二修所以對內容比較熟悉，或是因為要畢業所以較用

心，都是教學不樂見的。而二年級生當率高，重修生也跟著多，教學資源不斷消耗，本計畫

提出融入運算思維的設計式學習，希望終止這樣的惡性循環。 

 

    工程教育改革傳統從理論出發的推導式(Deductive)教學，提出引導式教學(Inductive 

Teaching and Learning)，包含探究式學習(Inquiry Learning)、問題導向式學習

(Problem-based Learning)、計畫導向式學習(Project-based Learning)、事例導向式學習

(Case-based Learning)…等，教師的引導方式與學生特質，都關係引導式教學的成功與

否，一般而言，引導式教學的效果不比傳統式教學差(Prince & Felder，2006)。設計以探

究(Inquiry)與推論(Reasoning)為基礎，引導學生能產出新成品或新系統，則衍生出以設計

為基礎的教學(Design-based Instruction/Learning，DBI/DBL) (Puente，Eijck & 

Jochem，2013)。參考眾多引導式教學法後，機率論的教學改革以 Kolodner，Crismond，

Gray，Holbrook & Puntambekar(1998)提出設計式學習(Learning by Design，LBD)的教學

結構為基礎，以提問、實驗、比較與分析、反思的教學活動循環，漸次加深學習層次的方

式，讓學生能在應用數學的基礎課程實作。 

 

    Wing 於 2006 年出運算思維(Computational Thinking) 的理念，教導學生先將高複雜

度的問題分解(Decomposition)成次問題，對於次問題重複提出解決法、測試直到收斂再由

抽象化，最後完成原本問題的解法。Wing 認為這樣的問題解決方式不僅可用於程式設計，

更可推廣至理工、人文領域，甚至生活中的問題都可應用。Wing 的主張也得到各國教育部

門的重視，美國國家研究會(National research Council，NRC)在 2010 與 2011 都加以討論

並提出報告。教育部(國家教育研究院，2016a)規劃的科技領域課綱中，資訊科技課程方面

也強調運算思維，著重設計與實作，增進學生包含應用所學、解決問題、團隊合作、與創新

思考等能力。於香港教育局網頁(http://www.edb.gov.hk/tc/curriculum-

development/kla/ma/index.html) 也看到ȹ應適當運用資訊科技學習數學ȹ的說法。 

 

    程式設計為中部某大學應用數學系的大一必修科目，本研究將運算思維導入機率論教

學，進一步融入程式設計，建立學生跨領域學習基礎。另一方面，2000 年時 MIT 與瑞典的

三間大學共同提出，應用於工程教育的 CDIO(Conceive-Design-Implement-Operate)的課程

結構，著眼於學生於實際問題的實作，以創新的發想應用於實際問題，經過不斷的修正得到

解答。中部某大學極力推廣 CDIO 課程規劃，且已加入 CDIO 國際合作組織。本研究結合大一
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的程式設計(Python)與大二的機率論，建立對應 D與 I的的深碗課程，讓學生能將所學科目

連結，不再是各個獨立的課程，達到深度學習的目的。本研究於機率論的作業中，安排學生

以程式完成作業，並於期末報告鼓勵學生學生以 Python 完成模擬，建立機率論與程式設計

之連結。 

 

    107 中小學數學課程大綱與以往有極大轉變，其中加強了資料與不確定性的學習內容，

在 7 年級加入數據的統計數據與圖表與離散型機率(國家教育研究院，2016b)。105 學年機率

論教學，已運用運算思維，設計搭配實務的樣本平均值、標準差、直方圖等(已包含於國高

中課程) 與理論於二項分佈機率論教學，應用 EXCEL 與 Google 表單完成課堂實作，獲得初步

成功(楊菁菁，2019)。施做的問卷中，有六成二學生認為機率論比想像中具實用性、認同課

堂表單實作提高課間注意力、有助於了解課程，更有七成一的學生選擇表單應一周施作一至

二次。本研究修正初步設計之運算思維二項分佈教學，融入設計式學習框架，並改良、增刪

課堂活動，擴展至其他離散型分佈，完成離散型機率分佈之教學改革，同時可因應未來適用

新課綱學生入學，提前改革大學機率論教學。 

 

    本研究延續實驗對照理論的教學模式，進一步融入設計式學習自淺而深的循環式教學設

計，學生由課堂活動的實作資料模擬得到數據，由數據觀察而了解理論。同時結合程式設

計，建立結合機率論與程式設計的跨年級深碗課程。以既有課程加以設計，突破改革，期望

完成引發學生學習興趣與動機。 

 

貳、文獻探討 

一、 設計式學習(Learning by Design, LBD) 

 工程教育已廣泛應用引導式教學，且成效偏向正面(Prince et al.，2006)。Puente et al. 

(2013)提出應注意的四個面向：(1) 設計符合真實世界(Real-world)，且具開放式，可從不

同角度切入的問題，讓學生動手做，可引入跨領域議題；(2) 計畫進行時教師以教練的腳

色協助學生；(3)形成性評量可為每周之線上測驗，或學習檢查點測驗，學生報告，或產品

原型等，搭配總結性評量，如小組表現同儕互評、期末紙筆測驗、期末報告、或自我評量

等；(4)考量增加學生溝通與討論能力，或以競爭引發學習動機等。本研究參考 Kolodner et 

al. (1998)的設計式學習的循環式教學結構，融入引導式教學應注意的面向，以四個課堂教

學活動串聯為一循環的方式建構活動；(1)提問：學生就已備知識嘗試解決實務問題，再引

出教學主題；(2)實驗：以學習工具實驗、觀察引出教學主題；(3)比較與分析：比較實驗結

果與理論，拓展與應用學到的知識；(4)反思：拋出反思議題，引出下一個教學主題。以夏

日超商折扣機台設計之第一、二教學活動循環為例，課堂規劃列於表一，循環方式如圖一。 

 

本研究完成之離散型分佈設計式學習，包含一般離散型、Bernoulli、Binomial、Geometry、

Negative Binomial、及 Hyper-Geometry。同時完成柴比雪夫不等式、隨機變量線性函數、

與線性組合的教學設計，本部分可活用於離散型或連續型分佈。 

 



3 
 

表一 折扣機台設計之第一、二教學活動循環 

迴圈 活動階段 內容 教學主題 活動 

第一

迴圈 

提問 EXCEL 模擬的正面出

現機率與銅板投擲是否

相同? 

僅投擲一次，如何

判斷正面機率? 

 

實驗 紀錄投擲銅板一枚，與

EXCEL 投擲一次的結

果 

資料收集、呈現與

分析 

EXCEL 亂數生成，銅

板投擲，Google 表單填

寫，即時查看表單結果 

比較與分析 哪邊正面機率大 Bernoulli 分佈 理論導入，比較不同正

面機率下的分佈 

反思 亂數與正反面如何對

應? 

  

第二

迴圈 

提問 超商以結帳機台抽籤方

式決定折扣，若 8 折的

機率 20%，應如何設計? 

  

實驗 EXCEL 亂數生成、是否

獲得折扣 

Bernoulli分佈之累

積生成函數與模

擬 

Google 表單填寫，即時

查看表單結果。觀察亂

數與折扣的對應。 

比較與分析 建構 0 至 1 亂數，與累積分布函數之關聯。 檢查點測驗 

反思 8 折機率 30%，7 折機率

10%之機台如何設計 

機率與累積分布

函數之變化 

導入下一個教學循環：

一般離散型機率分布。 

 作業 每組繪出指定折扣機率之累積分布函數，以 EXCEL 完成簡易機台。 
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圖一 第一、二教學循環迴圈圖 

 

    本研究規劃設計式學習之課堂模式，根據 Puente et al. (2013)之建議，以實際應用面

規劃課堂學習活動，以檢查點測驗，與設計之學生可分組完成、結合程式設計或 EXCEL

之作業為形成性評量。課堂與線上測驗檢查點範例列於表二，分組作業如表一所述。總

結性評量則以紙筆測驗與學生專題報告實施。 

 

表二 檢查點範例試題 

檢查點 範例試題 測驗目標 

課堂檢查點 若 X=1 代表 8 折，X=0 代表原價，機台設計

8 折的機率為 p(變動值)，0 至 1 間隨機生成

值 u(變動值)，回應折扣為(1)無折扣，(2)8 折 

了解累積分布函數 

 

單元檢查點 

(二項分布) 

若某個銅板出現正面的機率 0.3，投擲 10 次

比較不可能出現幾個正面? 

(a) 2 個 (b) 4 個 (c) 6 個 

了解期望值附近對應之機率

較大 

對於二項分佈的敘述，以下何者正確 

(a)期望值大於變異數 (b) 變異數大於期望值 

(c)兩者皆可能 

了解二項分布 BIN(n,p)性質 

期望值= np 

變異數= np(1-p) 
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二、運算思維 

    運算思維於中小學(K-12)教學已有頗多討論(Barr & Stephenson，2011；Grover & Pea，

2013；Lye & Koh，2014；Shute，Sun & Asbell-Clarke，2017)，也已有針對運算思維運用

於 STEM(Science、Technology、Egineering、Mathematics)教學的討論(Swaid，2015)，多數

的討論聚焦於運用 Lego，Alice，Scratch 等模組式程式，增進學生運算思維能力。Barr et 

al. (2011) 列舉資料處理、分解問題、抽象化處理、演算、自動化、平行推展、與模擬為 1

至 12 年級學生，在數學方面應具備的運算思維能力。楊菁菁(2019)已將初步設計的二項分

佈教學與之對應，本研究因應 105 學年的教學現場狀況，融合運算思維與設計式學習，改

進二項分佈教學，並延伸至其他離散型分佈教學。以表一中的第二迴圈為例，將數學運算

思維能力，與設計式學習教學之對應列於表三。另以隨機變量之線性函數為例，設計式學

習之教學，與運算思維能力之對應列於表四，作為本研究導入運算思維於設計式學習的範

例。課堂應用本研究開發之工具、EXCEL、與 Google 表單幫助學生學習，同時設計學生

分組實作，鼓勵學生以程式語言 Python 進行實作驗證，完備對應 CDIO 之 D 與 I 的的深碗

課程架構。 

 

表三 第二迴圈之運算思維能力、機率論教學與活動階段之對應範例 

活動階段 課堂活動 運算思維能力 

提問 超商以結帳機台抽籤方式決定折扣，若 8 折的機率 20%，應

如何設計? 

 

實驗 學生活動：課堂學生投擲銅板，Google 表單收集學生實作結

果 

資料收集 

觀察直方圖 資料呈現 

計算平均值、樣本標準差 資料分析 

比 較 與 分

析 

建構 0 至 1 亂數，與累積分布函數之關聯。 抽象化 

導入分佈理論 檢查點測驗  

反思二 8 折機率 30%，7 折機率 10%之機台如何設計 平行推展 

作業：每組繪出指定折扣機率之累積分布函數，以 EXCEL/Python 完成簡

易機台。 

發 展 演 算 流

程、模擬 

 
表四 隨機變量線性函數之教學循環 

活動階段 課堂活動 運算思維能力 

提問 將單位從公斤轉為公克有何影響  

實驗 課堂學生以 EXCEL模擬器得到指定隨機變量 X(離散型或連續

型)與 5X 值，Google 表單收集學生實作結果 

資料收集 

觀察 X 與 5X 直方圖 資料呈現 

觀察 X 與 5X 平均值、樣本標準差變化 資料分析 

比較與分 以 100，500，1000 份樣本，引導學生觀察直方圖、平均值、樣 問題分解 
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析 本標準差變化(本研究已完成動態教材) 

理論導入 檢查點測驗 抽象化 

反思 以𝐸(𝑎𝑋)、𝑉(𝑎𝑋)變化，論述乘以 a 產生的影響 平行推展 

作業：分組以不同 a 值與機率分布，以 EXCEL 或 Python 得到 300 份模擬

樣本，並繪製直方圖、計算平均值與樣本變異數，並與理論值比較，加深

印象。 

發 展 演 算 流

程、模擬 

 

叁、研究方法 

 

    本研究建置之離散型機率分佈設計式學習教學設計，搭配 107 學年上學期開課之機率論

課程實施，以形成性與總結性評量評估學生學習成效。 

一、 形成性評量 

    形成性學學習評量包含課堂檢查點、線上 Maple TA 測驗、與分組作業。課堂檢

查點測驗於課堂教學結束後施測，即時檢視成效。線上 Maple TA 測驗於單元結束後

施測，開放時間為一周。線上測驗內容包含伯努力、二項分佈、幾何、負二項分佈、

綜合題等(範例請見表二)。試題題幹相同，配合 Maple TA 可改變數字的功能，每位學

生看的題目相同但數字改變，選項亦可隨機變化。答題完成後，學生可及時得到回

饋，教師可隨時上線檢視學生作答結果。 

    分組作業建議學生以 Python 完成，107 學年之二年級學生，大一程式設計課程已

改為 Python，故分配作業時，當屆二年學生要求以 Python 完成，重修生則開放可使用

EXCEL(範例請見表一、三、四)。以機率論作為 Python 的延伸應用課程，透過機率論

習題的程式撰寫，深化學生運算思維與程式之實作能力，達到深度學習。 

 

二、 總結性評量 

    總結性評量包含離散型隨機變量之紙筆測驗與期末報告。本研究於兩次之紙筆測

驗中設置連結試題，比較 106 與 107 學年學生之學習差異。分組期末報告要求學生規

劃類似抽獎機台之機率相關應用，並以模擬驗證是否符合設計之機率結構，期末每組

上台報告，教師與同學就機率結構複雜度，模擬驗證設計之結果、報告表現、與投影

片完成度以 RUBRICS 評分。 

 

肆、教學暨研究成果 

 

    離散型機率約佔機率論課程之一半，分別就課堂活動、設計式學習教學、紙筆測驗分

析、期末報告之成果、反思、與學生反饋，及研究成果發表敘述於下。 
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一、設計式學習教學 

    設計式學習之教學活動於離散型機率分佈實施，因應 105 學年時發現學生的機率概

念模糊，於是增加表一中第一迴圈的機率奠基活動，以銅板投擲與 EXCEL 模擬結果之比

較，建立機率概念。幾何、負二項、與超幾何分佈則以撲克牌進行教學活動，以超幾何

分佈為例，指定中獎撲克牌，以抽後放回與不放回實驗，讓學生分別二項與超幾何分

佈。期末收集之學生反饋問卷(43 份有效問卷)顯示，9 成以上學生認為銅板與 EXCEL 實
現，有助於了解機率概念；亦有 9 成以上學生同意撲克牌實驗有助於了解錯誤決策機

率。課前問卷僅 45%學生認為自己機率論可以學得好，但期末時有 6 成 5 以上學生認為

自己學得比預期好；9 成 5 學生同意在機率論學到東西；9 成以上的學生認同機率論也

可以很實用，達到本研究改革教學法之目的。唯學生對於機率論的焦慮並未降低，仍維

持 4 成 5 左右學生，對於機率論有焦慮感，推測可能與增加期末報告，讓學生感覺壓力

增加有關。 

    鑒於課堂活動中原本使用 EXCEL 模擬銅板，須讓學生下載 EXCEL 檔案，學生可於使

用之函數推測設定之機率，本研究於是建置網路投擲網頁，以下拉式選單選擇投擲次

數，網頁即時回饋正反面發生次數，教師可於課前至網頁後台更改正面出現機率。由於

機率論為上學期課程，投擲網頁於期中始完成，僅於大樣本教學時初步試用，將於 108
學年正式上線。 

    本研究另開發大量模擬結果展示工具，模擬分佈選項包含二項(投擲一次則為

Bernoulli 分佈)、負二項(一次面則為幾何分佈)、與超幾何、布阿松分佈，實驗次數由 1
至 1 千，實驗重複次數也可高至 1 千，以展示實驗之不確定性，讓學生觀察，並可用於

中央極限定理教學，其模板如圖二。 

 

 

圖二 本研究開發之模擬結果展示工具 

 

二、紙筆測驗分析 

    本研究於兩次紙筆測驗建置連結試題(題幹相同，數字變化)，分析第一次測驗之連

結試題，107 學年學生成績顯著高於 106 學年。分析第二次測驗之連結試題時，以第一

次測驗連結試題作為 Covariate，進行 ANCOVA 分析，107 學年學生仍表現優於 106 學年
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學生(請見表五)，設計式學習成效顯然不遜於傳統教學。 

 

表五 紙筆測驗分析結果 

第一次測驗之連結試題 第一次測驗之連結試題 

學年 樣本數 平均值 標準差 學年 樣本數 平均值 標準差 

106 73 16.67 5.92 106 73 5.86 7.84 

107 67 19.00 6.08 107 67 16.01 8.37 

T 檢定之 p-value=0.023** Source d.f. F p-value 

Test1_1 1 18.57 0.000** 

學年 1 47.55 0.000** 

Error 137   

Total 139   

註：Test1_1 為第一次測驗之連結試題分數 

 

三、期末分組作業與報告 

    分組作業部分以柴比雪夫不等式為例，教師提出之範本為 0 至 1 間的一致分佈模

擬，與其的二項分佈 BIN(10,0.5)，計算期望值兩倍標準差之理論機率值，與對應之模擬

結果比例，學生完成包含二項、負二項、超幾何、布阿松、指數、卡方、Gamma、F、T
等分佈之樣本模擬，與期望值之 2 倍標準差間的理論機率值及養本比例的觀察(如圖三

之範例)。 

 

 
圖三 學生作業-柴比雪夫不等式 

 
    期末分組報告總共 16 組，每組報告 5 分鐘並接受提問 1 分鐘，分 3 節課實施，學

期間要求每組每月至少跟教師報告進度一次，除報告之 PPT，並繳交書面報告與資料
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檔。學生之創意產出分別為遊戲類之蛋龍抽卡、彈珠檯、撲克牌射龍門；抽獎類之一番

賞、抽抽樂、冰棒集點；其中有一組鎖定餐食選擇，完成各種選餐之不同機率分佈設

定，並產出可下載使用之選餐 APP(學生報告範例請見附件)。學生報告之主題貼近學生

生活，學生實際發現、發想生活中與機率相關的主題，期初問卷僅 51%學生認為報告會

有不一樣的學習經驗，期末問卷超過 72%學生認同報告獲得不同的學習經驗。 

 

四、分享與發表 

    本研究成果已於 2019 年 5 月 24 日舉辦之「2019 創新教育與教學實踐研究論壇」，以”
設計為基礎之機率論教學融入運算思維與 CDIO”之名稱發表。目前亦投稿於 2019 年 11 月於

澳洲舉辦之 Delta Conference。並規劃投稿於期刊，故請延後公開時程。 

 

    本研究完成離散型機率分佈之設計式學習教學，於 107 學年初步實施，學生實際感受機

率論的實用性，並成功提升學生學習成效，同時引導學生發現、連結生活中之機率，創意發

想相關報告主題，達到研究目標。為進一步落實 CDIO 之 D 與 I 的的深碗課程架構，108 學

年將以 Bernoulli 分佈與一般型隨機變量之模擬，與大一之計算機概論課程結合，進行協同教

學，使大一學生能體驗機率論與程式之連結，希望進一步提升學生學習動機，於 109 年該屆

學生修習機率論時，將再與 107、108 年學生比較，進行學習成效分析。 
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陸、附件-學生期末報告 

蛋龍抽卡 

一番賞 

選餐 APP 

 


