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摘要 

Ramsay(1991)首先提出「高低鑑別指

數加權常態分位數轉」之核平滑化無參數

試題反應理論模式，劉湘川(2000)以較靈

敏之相關鑑別指數替代 Ramsay 之高低鑑

別指數，提出改進之「相關鑑別指數加權

分位數常態轉換」之核平滑化無參數試題

反應理論模式。劉湘川(2007)進而以「機

率值常態轉換」替代 Ramsay 之「分位數

常態轉換」，提出「相關鑑別指數加權機

率值常態轉換」之核平滑化無參數試題反

應理論模式。本文以蒙地卡羅模擬比較，

獲得結果為「相關鑑別指數加權機率值常

態轉換」之模式有最佳表現，其次為「相

關鑑別指數加權分位數常態轉換」之模式。 

 

第一節 試題反應理論參數模式 

現代測驗理論的重心是試題反應理論 

(item response theory;IRT)，它的特點是以

機率的概念來解釋受試者能力和試題反應

間之關係，也就是依據受試者的實際試題

反應結果，經由理論的轉換運算，估計受

試者的能力，此數學模式稱之為試題特徵

函數，以圖形表示則稱為試題特徵曲線

(item characteristic curve； ICC)。 

試題反應理論在表達受試者能力和測驗反

應間之關係上，因函數中所採用的參數個

數不同，可區分為不同的模式，常用的模
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式可分為參數模式和無參數模式，而參數

型模式大致可分為單參數、雙參數及三參

數等三種，各模式之試題特徵函數如下所

示： 

單參數模式    

( )
( )

)

s i

(1 s ii s b

eP
e θθ −=

+

bθ −

  （1） 

雙參數模式    

( )
( )i s ia bθ −

( )1 i s ii s a b

eP
e θθ −=

+
 （2） 

三參數模式    

( )
( )i s ia bθ −

( )(1 )
1 i s ii s i i a b

eP c c
e θθ −= + −

+
 （3） 

其中 ( )i sP θ ：能力值為 sθ 之第 位受試

者，其答對第 題的機率函數 

s

i

exp：自然指數 

sθ ：第 位受試者之能力值 s

：第 題的鑑別參數 

：第 題的難度參數 

：第 題的猜測參數 

參數型試題反應理論主要以分析測驗中每

一試題的難易度、鑑別度、猜測度等重要

 

第二節 Ramsay「高低鑑別指數」

及核平滑化法 

Rams 轉換

25％高低試題鑑別指數：D25，即以高低分

組通過率之差作為加權總分排序時的加權

 

i

參數，再以這些參數為基礎，配合測驗目

標進行組卷、施測，並將測驗結果的原始

分數轉換為可代表學生真實能力的量尺分

數，以估計學生之能力。 

ay（1991） 引進logit函數

函數，原始總分排序前25％為高分組；原

始總分排序後25％為低分組，分別以P75(i, 

j)、P25(i, j) 表示第i 試題第j 選項之高分

組通過率及第i 試題第j 選項之低分組通

過率，D25 =P75 (i,j)-P25 (i,j) 表示第i 試題

第j 選項25％高低試題鑑別指數。則加權

函數W(i, j) 如下式：

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )

75 25og ,

, ,
ln ln

1 , 1 ,

it p i j

p i j p i j
p i j p i j

75 25

75 25

, log , lW i j it p i j⎡ ⎤ ⎡= − ⎤⎣ ⎦ia ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 （4） 

洛吉數函數（logit function）： 

ib i

ic i
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設logit定義於開區間(0,1) 之函數，若 

( ) ( )log ln 0,1xit x x,
1 x

= ∀ ∈ （
−

5） 

則稱為洛吉數函數。 

號集中說明。 

測驗總分（ s = 1, 

2,…, N ）， 

)為全體受試者測驗總分

之數列。 ：表示第s 位受試者選答第

i ，若 =1表示答

對，為0則表示答錯，則

為方便以下介紹，將符

N ：表示受試者總人數。 

n ：表示試題總題數。 

xs ：表示第s 位受試者之

則 ( xxx ,...,,, 321 Nx

( )su i

題填答情形之指示值 ( )su i

( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., Nu i u i u i 為受試者指示值之

數列(i = 1,2,…,m)。 

故所得之加權總分 T 統計量定義如下式： 

m

i=

其中 表受試者 之 指

權總分值，

1

, 1, 2,...,s
s i iT W u s N= =∑     （6） 

sT s 鑑別 數加

表受試者 實際選答試題

選項

s

i j之指示值。 

將 s 值由小而大重新排序，可估得

s之秩（rank）

T

受試者 ： ，再以下列機

率積

quantile

sr

分轉換方式，可得標準常態分配的

對應分位數（ ）： s，

Ns ,...,2,1

q

= 。 

( ) ,
12

2

⎟
⎠

qs

exp
2
1

+
=≤=⎟

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫

∞− N
rrRpdtt s

sπ
（7） 

因選答機率 p 為機率估計值，故

Ramsay(1991)採 Nadaray＆Watson 之

NW 核平滑化估計模式，如下 

( )
( )

1

N

1

ss

s
i N

s

qk y
p

q

θ

θ
θ

=

−⎛ ⎞
⎜ ⎟

=
−⎛ ⎞

∑
 

i

s

h

k
h=

⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
（8） 

其中 表受試者：s Ns ,...,2,1= ， i表試

， ( )s
ijyni ,...,2,1=題： 表加權排序後，

表第 序位受試者加權總分經機

參數(bandwidth parameter)亦稱平滑參

數(smoothing parameter)，Ramsay(1991)

第 sr 序位受試者實際選答試題 i之指示

值，q

率積分轉換之分位數。上式中 表帶寬

s sr

h

s
iy
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採 2.01.1 −= Nh ，其中N 為受試者人數，

此外 Ramsay 選高斯函數（Gaussian 

fun 有之核 數 

( )

ction）為專 函

∞<<−∞⎥
⎤

⎢
⎡
−= uuuk ,exp

⎦⎣ 2

2

   （9） 

綜合（6）（7）（8）三式，即得核

平滑化無參數試題選項特徵曲線機率

模式，如下 

( )

( ) ( )

( )

2
25

1

2
25

1

exp
N

2.42
ˆ

exp
2.42

ss
i

s

i
N

s

s

N q
y

p
N q

θ

θ
θ

=

=

⎡ ⎤
−⎢ ⎥−⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎡ ⎤

−⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

（10） 

                  

其中 表受試者： ， 表

試題： ，

∑

s Ns ,...,2,1= i

1, 2,...,i m= ( )s
iy 表加權排序後第

序位受試者實際選答試題 之指示

序位 試

率

 

第三節 點二相關鑑別指數 

劉湘川（民 90） 「點二系列相關鑑

進

隨機未作答虛擬選項，進行合併估計，因

而能

假設受試者有

sr i

值， sq 表第 受 者加權總分經機

積分轉換之分位數。 

sr

別指數」，在能力參數之估計上，特別引

兼顧隨機未作答不完全資料之情況。

「點二系列相關鑑別指數； ir 」之定義如

下： 

N 人（ ），試題

有 m 題（

Ns ,...,2,1=

1, 2,...,i m= ）。 

 表 與 ( )1 2, ,..., N
i i iu u uir ( )Nxxx ,...,, 21 之積差

相關係數，稱為「點二系列相關試題鑑別

指數」，即 

( )( )

提

1

i

N
s

s i i
s

x
i

x u

x u u

NS S

− −∑
           

其中 表受試者 之測驗總分，

r ==   （11）

sx s s
iu 表受試

者 是否實際選答試題 選項s i j 之

值。  

指示數

∑
=s

sN 1

=
N

xx 1
　 ，　  ( )

2
2 1 ∑ −=

N

xxS  
1=s

sx N

1

1 N
s

i i
s

u u
N =

= ∑ 　 ，　 ( )2

1
i

s
u i

s
S u

N =

= −∑  
21 N

iu

因 1 1ir− ≤ ≤   取計分加權值  

1 r
2

i
iW +
=   ，  0 1iW≤ ≤  
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加權總分 T 統計量定義如下式： 

m

N （12）           

其中 表受試者 之相關加權總分值，

得答對之機率 

1

, 1, 2,...,s
s i i

i

T W u s
=

= =∑  

sT s s
iu

表受試者 實際選答試題之指示值。 

第四節 核平滑化無參數

之常態轉換改進估計 

7

之

相關鑑別指數常態化，使得新的相關係數

能介於 0 到 1 之間 

s

 

IRT 模式

劉湘川（200 ）提「核平滑化無參數

IRT 模式之常態轉換改進估計」,將原本

1

1 ,
2

i i
i i i n

l
l

rr w ββ
β

=

+
⇒ = =   （13） 

新的相關係數乘上答題指示 ，求得

總分，經過類似 Fisher 轉換之方法轉換後

得到初步能力估計值 

∑

再以 值

( )

1

0

,0 1

1 ln
2 1

n
s

s i i s
i

s
s

s

Z wu Z

Z
Z

θ

=

= ≤

⇒ =
−

∑ ≤
（ ）

接著以所得之估計值代入核平滑化公式求

0    （15） 

將每位受試者每題之答對機率平均

Fisher 轉換後得最後之能力估計值， 

( ) ( ) ( )( )0 0

k.
, s

s i i ss
u Pθ θ⎡ ⎤⇒⎣ ⎦

並經由

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

0 0 0 0

1

s i sP P
n

θ θ= ∑
1

0 0

0 0

1

1 ln
2 1

n

i

s
s

s

P

P

θ
θ

θ

=

⇒ =
−

 （16） 

第五節 實證研究 

一、利用電腦隨機選取模擬參數值 

生平均數為 2 標準差為 0.5 之標準

常態分配隨機亂數 a，做為試題之鑑

別度。 

產生標準常態分配介於 2 到-2 之隨機

亂數 b，做為試題之難度。 

之隨機亂

產

產生均勻分配介於 0 到 0.25

數 c，做為猜測參數。 

產生標準常態分配 N（0,1）之隨機亂

數 sθ ，設定為受試者的能力值。 

二、利用步驟一設定之參數，使用三參數

率函數

模式模擬答題者之答題情形： 

第 s 位受試者答對第 i 題之機

為 
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( )
( )

(1 )
i s ia beP c c
θ

θ
−

= + − （17） ( )1 i s ii s i i a be θ −+

三、利用均勻分配 U（0,1）隨機產生亂數

r，此時若 r 落於區段[0, ( )i sP θ ]則代表

落於區段

受試者答對此題，答題指示值為 1，

若 r [ ( )i sP θ ， 則代表受試

者答錯此題，答題指示值為 0。 

四、利用步驟三所得之答題指示值矩陣，

當做原始分數，計算其總分並排序

後，依公式分別求取「高低鑑別指數

核平滑化無參數估計值」、「點二相關

鑑別指數核平滑化無參數估計值」及

原

先模擬之真實能力值求取 值，

以比較何者有較佳之估計值。

五、本研究針分別就「擴張高低鑑別指數

核平滑化無參數估計值」、「點二相關

鑑別指數核平滑化無參數估計值」及

「核平滑化無參數常態轉換改進估計

值 三種不同模式下，對各種人數

、 、 人

題之三種組合樣本進行能力值之估計

分析。每組情形都模擬 次。下表

表6.1高低鑑別指數、相關鑑別指數及改進

 

高低鑑 相關鑑

估計 
1]

「核平滑化無參數常態轉換改進估計

值」，最後將三者之能力估計值與

MSD

 

」

(400 800 1200 )與題數均為 25

 10 

為每一組皆模擬實驗 10 次之平均值

的結果分析，以下即針對模擬資料所

得結果進行分析說明： 

之常態轉換估計能力值MSE平均值比較

 

別指數 別指數 

常態轉

換改進

400人25
題 

0.1566 0.137676 0.122439

800人 25
0.1632 0.14573

題 
4 0.09154

1200
25  

人
0.158894 0.149437 0.076651

題

 

上表5-1之模 得 以

估算受試者能力值時，採用「點二相關鑑

別指 」、「 低

進估 種 較

值與受試者真實能力值二者間之均方差小

於「點二相關鑑別指數」模式，而「點二

相關鑑別指數」模式估得之能力值與受試

者真實能力值二者間之均方差又較「擴張

高低鑑別指數」模式為小，亦即三者之加

權模式所得之估計精準度為「常態轉換改

進估計」最佳，「點二相關鑑別指數」其

次，而「擴張高低鑑別指數」則最差。表

6-1所得結果以折線圖表示如下(圖6-1)： 

擬資料所 結果可 看出，在

數 擴張高 鑑別指數」及「常

態轉換改 計」三 模式做比 時，得

到「常態轉換改進估計」模式估得之能力

模
平

均

樣

式

取

6 



0
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人
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題
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25

題

人
25

題
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0.1
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0.16
0.18

40
0

80 12
00

高低鑑別指
數

相關鑑別指
數

常態轉換改
進估計

圖 6.1  擴張高低鑑別指數與點二相關鑑

別指數估計能力值 MSE 比較 

 

第六節 結論 

「擴張高低鑑別指數」、「點二相關

鑑別指數」「核平滑化無參數 IRT 模式之

常態轉換改進估計」、,均為試題反應理

法則，但「擴張高低鑑別指數」僅取前後

25％的資料來做為求得加權值之依據，喪

失了中間 ％受試者的作答訊息，故在做

為能力估計值的預測上，無法反應所有受

故有更好的估算效果，在以上的模擬測試
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