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試誤型史坦那樹演算法及電子設計自動化應用  

PART I：2D 平面中試誤型可容錯八向史坦那樹演算法 

Obstacle-Avoiding Heuristics for Steiner Tree Problem in EDA 
PART I：Heuristics for Steiner Tree in 2D 8-directional Algorithm 
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摘要 

找尋史坦納樹問題一直以來都是計算機科學

領域中一個很重要的課題。其應用領域廣泛，本文

所提出 X 架構上 2D 平面之試誤型史坦那樹演算法

演算法主要改良Luo與Hanan的方法，並加上Prime
最小伸展數演算法的應用，成為八向米字型線段延

伸的新演算法。本演算法在無障礙空間下的時間與

空間複雜度為 O(p3)以及 O(pN)，在有障礙物空間下

的時間與空間複雜度為 O(N+p3)以及 O(pN)，其中 p
為 Z 集合總數，N 自由節點總數。 

關鍵字：X 架構、最小伸展樹、史坦納樹、八向米

字型線段延伸。 

ABSTRACT 

Heuristics for Steiner Tree Problem in Design 
Automation of System for a Steiner minimal tree for a 
set Z of vertices on X architectures is a tree, which 
interconnects Z using horizontal, vertical and oblique 
segments of shortest possible total length. In this 
paper, The proposed algorithm bases on the concepts 
of Luo’s and Hanan’s algorithms and Prim’s Minimal 
spanning tree(MST) algorithm to obtain the heuristic 
Steiner minimal tree(SMT) on X architectures.  

The SMT algorithm without obstacles has the 
time and space complexities of O(p3) and O(pN), 
respectively, The SMT algorithm with obstacles has 
the time and space complexities of O(N+p3) and 
O(pN), respectively, where N and p are the numbers 
of free and terminal vertices, respectively, p<N.  

Keywords: X architectures, Minimal spanning tree, 
Steiner minimal tree.  

一、緒論 

舉凡網路上的多重廣播路徑之找尋或網狀架

構(mesh)上的容錯路徑、印刷電路版(printed circuit 
board, PCB)的電流網路連接、以及超大型積體電路

內的路由路徑(VLSI routing)找尋等 [28]，均為史坦

納樹問題的應用領域。 
過去數十年來，許多數學家、資訊科學領域的

研究者，均針對史坦納樹問題投入不少心力。與史

坦納樹相關問題之研究也有不少的成果被發表，但

是在史坦納樹問題的特例中：X 架構史坦納樹問題

(Steiner tree problem on X architecture)，舉例而言，

在印刷電路版及超大型積體電路的應用上，極需要

在已存在現有網路的情形下，找出另一組電流網路

的連接路徑，此時，可容錯或可避開障礙物(即現

存網路)的斜線式史坦納樹演算法便顯得非常急迫

。 
因此，本文即將針對在一具有障礙物的 X 架構

中，找出可容錯的 X 架構史坦納樹。在找尋的方式

上，係提出試誤型演算法來減少解決該問題所需的

時間。 
 

二、相關文獻回顧 

網路中的史坦納樹問題 (Steiner problem in 
networks; SPN)係指於一個歐式平面 (Euclidean 
plane)中，找出可展開(spanning)給定節點集合(set of 
vertices)的最短路徑網路。其與最小伸展樹 MST 的

問題大致相似，但其不同點為最小伸展樹中構成路

徑的邊集合(set of edges)中的邊(edges)僅允許由節

點(vertices)連接至節點，而構成史坦納樹路徑的邊

型態除了可由節點連接至節點的邊構成外，尚可由

其他任意自由節點來當作輔助節點，使得連接整個 
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(a) Minimal Spanning Tree 

 
(b) Steiner Minimal Tree 

圖 1 最小伸展樹與史坦納樹之差異示意圖

 
樹後的總長度最小，吾人稱其為史坦納節點(SV)。 

如圖一所示，圖一中圓點表示欲相連接之節點

，實線及虛線則為連接該節點集合的邊集合。圖一

(a)為以最小伸展樹定義中所允許的路徑連接方法

將給定的節點連接後所形成之連接圖(connected 
graph)；而圖 1(b)則為給定與圖 1(a)相同的節點集

合，以最小史坦納樹定義的路徑形態所得出之連接

圖形，比較圖中虛線部份，可明顯看出最小伸展樹

與史坦納樹之差異處。即最小伸展樹僅可以允許路

徑為節點連結至節點的形態，史坦納樹則允許新增

節點連結至現有路徑之路徑形態。 
史坦納樹問題之正式的數學定義為：若給定一個具

有 V 個節點的節點集合 V、 E 個邊的邊集合 E 以

及成本函數 C: E R 的無向網路圖 G = (V, E, C)，
以及 V 的子集合 Z，Z 包含於 V，Z 為具有 p 個欲

相互連接成一網路的節點所成的集合。則史坦納樹

問題可以表為：求解 G 的子網路 GZ使得在 Z 中的

每一節點對 ( , )i jZ Z ， 0 ,i j p< ≤ ，均存在一條路

徑，並使 GZ 的總成本 C(GZ)為最小。GZ 中共有兩

種節點型態，包含於 Z 中的節點稱為 Z 節點

(Z-vertices)，其餘的節點則稱為 S 節點(S-vertices)
。子網路 GZ則稱為於 G 上對 Z 而言的最小史坦納

網路。如圖 1(b)中之史坦納節點即為 S 節點，其餘

則為 Z 節點。 
關於 SPN 的問題有許多確切型演算法(exact 

algorithm)已被提出，如 Melzak [21], Cockayne [6], 
Boyce 及 Seery [4], Boyce 與 Winter 等 [3]，[26]。
不過，由於 SPN 的問題太過於複雜，使得前述的

諸多確切型演算法僅能在合理的時間內解決連接

節點數 p 較少的問題，當連接節點數過多的時候，

其所需的處理時間將為天文數字而無法令人接受。 

 
圖 2 Steiner minimal tree on X architecture, 

length of tree= 7.656。 

Karp 以及 Foulds 分別證明了 SPN 問題係屬於

NP-complete [7]，[17]。 
因此，為解決較多的連接節點數，試誤型演算

法變得極為重要。目前，已有許多針對 SPN 問題

而提出的試誤型演算法已被提出。其中可獲得較佳

結果且執行效率也較佳的 SPN 試誤型演算法係由

Smith 等人所提出 [23]，其他的試誤型演算法則有

Chang 及 Korhonen 等 [5]，[18]。 
X 架構式史坦納樹(Steiner tree on X architecture; 
STX)為史坦納樹(Steiner Tree; ST) 的一個特例。其

係指於一個 X 架構平面上，利用垂直與水平線段以

及斜線線段，將節點集合 Z 中的各個節點以最短的

總連接路徑相互連結後所形成的樹。令 G(Z) 為由

通過每個Z節點之水平垂直與斜線所產生的一個網

格狀平面圖(如圖 2 所示)，則對 Z 而言，存在一個

僅使用 G(Z)中之線段而形成的最小史坦納樹 SMT
。因此，在每個線段所形成的交點若非為 Z 節點的

話，則其為 S 節點(即史坦納節點)。如圖 2 中之黑

色節點為 Z 節點，而其兩線相交之點則為 S 節點。

於本例中子網路 GZ之總成本即為連結所有 Z 節點

之線段總長度，即為 7.656。 
對於每一個(Rectilinear Steiner Tree;  RST)的

問題，均可以 SPN 的演算法來加以解決 [27]。RST
問題亦不存在可於多項式時間(polynomial time)內
解決的確切演算法，Garey 等人已證明了 RST 問題

亦為 NP-complete [8]。因此，許多解決 RST 問題的

試誤型演算法亦已被提出。 
Aho 等人針對一些特殊 RST 提出了兩個演算法 [1]
，其第一個演算法的時間複雜度是與 Z 集合中點的

個數 p 成線性(linear)關係，但與 G(Z)圖型中的行數

或列數(rows or columns)成指數(exponential)關係，

其可用來解決當行數(或列數)較少時的 RST 問題。

Aho提出的演算法則適用於當所有 Z集合中的節點

均位於 G(Z)圖中的邊界上時之 RST 問題，其時間

複雜度為 O(rs2+sr2)，假設 G(Z)含有 r 個列數及 s
個行數。 

Hanan 提出了一個 O(p  2)的試誤型演算法 [9]
，其中 p 為節點集合 Z 中的節點個數，其將 Prim
的最小伸展樹 MST 演算法應用至 Z 上 [22]，並將
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Z集合中的各個點以X座標值來加以排序後得出最

小的 RST。Smith 等人則提出一個 O(p  4)的試誤型

演算法 [25]，Lee 等人則提出 O(p  2)的試誤型演算

法 [19]，該兩個演算法均是透過與 Hanan 相同的

MST 演算法為基礎的方式來求得 RST。 
Hwang 等人，將 Lee 等人的演算法加以修改而

得出一個 O(p log p )的試誤型演算法 [13]。Smith
等人又以與 Hwang 相近的觀念提出了利用 MST 來

重標(re-label)Z 節點的方式，並透過循序引入最佳

的 S 節點對(S-vertices pairs)的方式來轉換 MST 至

可伸展 Z 之最小成本樹演算法，其時間複雜度亦為

O(plogp) [24]。除此之外，Hwang 並証明了以 MST
方式來找尋史坦納最小樹 SMT 其最差的狀況將不

會超過正確解的 1.5 倍，即 MST 的成本比上 SMT
的成本將不會超過 3/2 [12]。Ho 等人並於最近利用

L形(L-shape)及Z形(Z-shape)來替換MST上之向量

路徑的方式於 MST 上找尋 SMT [11]，其時間複雜

度介於 O(p  1.5)至 O(p  2)。另外，基於確切型演算法

以特定限制條件加以精簡而得出的遺傳演算法

(genetic algorithm)，如 Hesser、Julstrom、Kapsalis
等所提出的演算法均屬於之 [10]，[15]，[16]。 

Jan於近年提出一個有效率的SMT試誤型演算

法 [14]，利用 Lee 最短路徑演算法並透過距離等高

線累加的觀念來求出欲連結的各個節點之間的關

鍵節點(critical vertex)，並以遞迴方式連結所有的終

端節點(Terminal Vertices)，並將此演算法的時間複

雜度控制在 O(p 2N)，其演算法名稱為 Higher 
Geometry Maze Routers Algorithm (HGMR)。 

Lou 等人最近提出一個不同於先前 Areibi 的

觀念 [2]，[20]，Areibi 的方法是在直線式無障礙物

自由空間中，先尋找所有的 Hannan grid，再嘗試將

其中每一個 Hanan vertices(HV)當作整個 ST 的潛在

可能的成員之ㄧ，去計算新節點集合的 MST 樹長

，並且將每一個 HV 增益量記錄下來，當所有的

HV 計算完成後，選取其增益量最大的點當作 SV
，重複上述步驟產生 SV 有 HV 的增益量為負為止

。不同於先前 Areibi 的目的，Lou 演算法是在 X 架

構上並且可存在障礙物的。 
 

三、參數與變數表  

因為本文結構複雜，所使用之變數符號之定義

，就如表 1 所示。 

表 1 參數與變數表 

變   數 說           明 

G 
為 由 節 點 (vert ices) 及 邊

(edges) 所 連 接 而 成 的 圖

(graph)。 

V 

節 點 集合 (set  of  ver t ices)

，其中包含有 V 個節點。

。 

E 
邊集合 (set  of  edges)，其中

包含有 E 個邊。  

Z 

為 V 中欲相互連接成一個

網路 (network)的節點所成

之節點集合。其中包含有 p
個節點。在 Z 中之節點稱

為 Z 節點 (Z-ver t ices)。且 Z
包含於 V。  

p Z 節點集合中之節點總數

。  

C 

成本函數 (cost  funct ion)，
C: E R為一由邊集合E映至非

負 實 數 (non-negative real 
number)集合 R 的函數。 

GZ 
屬於 G 之子圖 (sub graph)
，並包含所有 Z 節點。 

 
S  

史 坦 納 節 點 (Steiner  
ver t ices)所成的節點集合。

 
C(G) 

G 的總成本，其成本因子為邊的

長度(length of edges)，所以總成

本 C(G)為 G 中所有邊長度的總

和。 
 

,i jv  

 
 

vertices，儲存 I J× 網狀網路內

的節點狀態，其中 
(i, j)為二維陣列之索引值，

0 i I≤ ≤ ， 0 j J≤ ≤  

,
Steiner
i jv  

 ,
Steiner
i jv (l) 

Steiner vertices，經由米字型延

伸所得之交叉點，儲存 I J× 網

狀網路內的節點狀態，其中(i, j)
為二維陣列之索引值，當以

,
Steiner
i jv (l)表示時，表其為存取

Steinerv (l)上索引值(i, j)位置上

之值， 0 i I≤ ≤ ， 0 j J≤ ≤ 。

Atb 
Atbi,j 

Attribution，描述整個地圖各點

的屬性，其值介於{0, 1, 2 }之間

。其中值為 0 時表示該節點為自

由節點，1 表其為障礙節點，2
則為欲相互連接的節點。其中(i, 
j) 為 二 維 陣 列 之 索 引 值 ，

0 i I≤ ≤ ，0 j J≤ ≤ 。 
 
 
 

,
SM
i jv  

vertices of Subset Mesh，描述終

端點延伸範圍內的屬性，預設為

False，其值設為 True,則表示在

指定範圍之內，其中(i, j)為二維

陣 列 之 索 引 值 ，

0 SM SM
Min Maxi i i I≤ ≤ ≤ ≤ ，

0 SM SM
Min Maxj j j J≤ ≤ ≤ ≤ 。 

 
 
 

Array of Distance for Z-vertices
，儲存以 Z 中第 l 個節點之位置

為起點，經由所有終端點米字型
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AD(l) 
ADi,j(l) 

延 伸 後 所得 之 等 距離 圖 ，

0 l p≤ < 。AD(l)陣列之大小為

I J× 。當以 ADi,j(l)表示時，表

其為存取 AD(l)上索引值(i, j)位
置上之值，0 i I≤ ≤ ，0 j J≤ ≤
。 

 
 
 
 
( , )AD η ι  

, ( , )i jAD η ι  

Array of Distance for vertices，儲

存以 Z 中以(i,j)節點之位置為起

點，經由所有終端點米字型延伸

後所得之等距離圖。 ( , )AD η ι 陣

列 之 大 小 為 I J× 。 當 以

, ( , )i jAD η ι 表示時，表其為存取

( , )AD η ι 上索引值 ( , )i j 位置上

之值， 0 i I≤ ≤ ， 0 j J≤ ≤ ，

0 Iη≤ ≤ ， 0 Jι≤ ≤ 。 

LLZ 
LLZ(l) 

Linked List of Z-vertices，儲存記

錄 jiv , 中值為 2 之節點，即 Z 節

點。當以 LLZ(l)表示時，係指取

出 LLZ中第 l 個節點 jiv , 。 

, ', '
,

i j i j
v ve  edges，儲存由 jiv , 連結至 ',' jiv 的

邊。 

LLRST 
LLRST(l) 

Linked List of RST，為一儲存計

算後史坦納路徑的鏈結串列。其

內之資料型態由邊
',',

,
jiji

vve

所組成。當以 LLRST(l)表示時，

係指取出 LLRST 中第 l 個邊

',',
,

jiji
vve 。 

( , )
SM
imin jminv  

( , )
SM
imax jminv  

( , )
SM
imin jmaxv

( , )
SM
imax jmaxv  

 
 
為設定終端點延伸範圍的座標

位置 

(iSteiner(l) , jSteiner(l)) 

Steiner 節點的二維陣列之索引

值，當以(iSteiner(l),jSteiner(l))表示

時，係指取出第 (l)個 (iSteiner , 
,jSteiner)， 0<isteiner<I， 0<jsteiner<J
。 

*v temp 

儲存計算時所用的暫存節儲存

計算時所用的暫存節 
點 jiv , 之位址。 

indexLL  
 Linked List，記錄排序之相鄰

網格串列 

index 
LL 串列指標陣列的索引值，0< 
index<2。 

 
 

,'i jAtb  

vertices，係為輔助計算用時的

暫存資料結構，其內儲存 I J×
網狀網路內的節點狀態，其值介

 

於{0, 1, 2 }之間。其中值為 0 時

表示該節點為自由節點，1 表其

為障礙節點，2 則為欲相互連接

的節點。其中(i, j)為二維陣列之

索引值，0 i I≤ ≤ ，0 j J≤ ≤ 。

Numobstacle 
Number of obstacles，儲存 jiv , 中

Atb 值為 1 的節點總數，即為所

有障礙節點之總數。 

NumZ = p 
Number of Z-vertices，儲存 Atb
值為 2 的節點總數，即為所有欲

相互連接的 Z 節點之總數。 

LMSTinitial 

initial Length of Minimal 
Spanning Tree，對 Z 集合中所有

點作 Prim 的最小伸展樹演算法

所得到的總樹長。 

LMSTi,j 

temporal Length of Minimal 
Spanning Tree，將點(i,j)暫時加

入 Z 集合中，而以 Prim 的最小

伸展樹演算法計算 Z 所得到的

總樹長值。 

DLMSTi,j 
Difference of Lengths of 
Minimal Spanning Trees，其值為

LMSTinitial – LMSTi,j。 

IT 
ITi,j 

Improvement Table ， 為 儲 存

DLMSTi,j所用，當以 ITi,j表示時

，係表存取 IT 上索引值為(i, j)
位置上之值。其中(i, j)為二維陣

列 之 索 引 值 ， 0 i I≤ ≤ ，

0 j J≤ ≤ 。 

四、無障礙物史坦那樹演算法  

(一)無障礙物八向史坦那樹演算法介紹 
本文所使用的演算法利用觀念利用 Hanan 演

算法的觀念，將原本平面四向延伸做了修正，更改

為平面八向米字型延伸，如圖 3 所示，圖中 S 為起

點(source)，其距離值為 0，地圖的盡頭則為終點

(destination)。於圖 3(a)Step 1 時，以 S 為基點向外

延伸，所得之鄰格之距離值為基點之距離值（此時

為 0）加 1 以及 2  (斜線方向)；圖 3(b) Step 2 時

則以距離值以 Step 1 所延伸的結果為網格為基點，

分別向其鄰格同方向呈現米字型擴散；圖 3(c)與圖

Steps 3 以相同的方式進行，直至擴散至整張地圖完

為止。 
此時終點的距離值經由米字延伸的累加，得知

所有即在 X 架構上距離起始點的所有米字延伸距

離單位。關於多點的米字型延伸，如圖 4(a)中 Z1
與 Z2 為我們所欲連接的節點(Terminal vertices)，Z1 
的米字型延伸區域在圖中網格顯示為上半圓橫斜 
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( a )  Step  1  

 
(b )  S t ep  2  

 
( c )  F in i sh  

圖 3 本文所提出八向米字型延伸示意圖。 

線，Z2 則是圖中網格顯示為下半圓橫斜線，於 Step1
時其 Z1 與 Z2 分別向其鄰格共八個方向延伸，如圖

4(b)中 Step 2 時則以距離值以 Step 1 之 Z1 與 Z2 所

延伸的結果為網格為基點，分別向其鄰格同方向呈

現米字型擴散，在地圖中網格全部顯示為全滿的橫

斜線部分，則表示為 Z1 與 Z2 的重疊節點，並且得

知 Z1 與 Z2 的最短路徑，這些重疊節點也是我們可

能潛在的史坦那節點。 
本文所提的演算法在無障礙空間時，只需要使

用座標軸公式即可求的節點之間的距離; 
距離公式： 
min( | i – i' | , | j – j' | ) 2 + max(| i – i' | , | j – j' | ) – 
min(| i – i' | , | j – j' | ) 

如圖 5 所示，圖中 Z1 座標值為(2,2)，Z2 座標

值為(6,3)，將兩座標值代入公式計算過程結果如下 

 
( a )  S t ep  1  

 
(b )S tep  2  

圖 4 八向米字型之延伸說明圖。  

 

圖 5 所有 Z 節點的範圍圖 
 

距離= min( | 2 – 6 | , | 2 – 3 | ) 2  + max(| 2 – 6 | , | 2 
– 3 | ) – min(| 2 – 6 | , | 2 – 3 | ) 

= min( 4, 1 ) 2  + max( 4 , 1 ) – min( 4 , 1 ) 
= (1) 2  + 4 – 1 

= 4.4 

由於是無障礙空間下的關係，因此我們可以利

用所給定的Z節點來進行設定一個固定的收尋範圍

，好處是可以節省收尋時間以及空間，其設定範圍

座標公式如下： 
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( , )
SM
imin jminv ( , )

SM
imax jminv ( , )

SM
imin jmaxv ( , )

SM
imax jmaxv  

其收尋範圍位於此四點座標所連接而成的矩陣之

中，如圖 5 所示，圖中有 Z1、Z2、Z3 三個節點，

利用此三點來設定米字型延伸與所要收尋 SV 的範

圍，將這三個節點代入公式即可求出收尋範圍，因

此圖 5 所設定的米字型延伸收尋範圍則在

(2,2),(2,5),(6,2),(6,5)此四節點內。 

本演算法使用 Hanan 演算法的觀念，將原本平

面四向延伸做了修正，更改為平面八向米字型延伸

，本演算法是應用於地圖無障礙情形下，因此只要

使用座標軸，即可設定每個 Z 節點的米字型延伸範

圍，減少不必要的延伸與重疊節點，並且可求出各

Z 節點之間的最短距離，針對每個 Z 節點間第一個

重疊的米字型延伸節點當作潛在的史坦納節點來

一一計算其個別的 MST，進而求得 IT，僅產生一

個 IT，利用 IT 中的數值當成史坦那測試節點，將

這些節點使用 MST 遞回產生出史坦那節點，直到

IT 中所有的節點計算完為止，本演算法即結束。 

(二)無障礙物八向史坦那樹演算法 
BEGIN 
Step 1 設定所有終端節點矩陣及米字型延伸的範

圍 
Step 1.1  利用座標軸設定範圍： 

( , )
SM
imin jminv , ( , )

SM
imax jminv , ( , )

SM
imin jmaxv , ( , )

SM
imax jmaxv

此四點所形成的矩陣之內是我們座標軸所設定

的範圍。 

Step 1.2 For (j= SM
jminv ; j<= SM

jmaxv ;j++) 

For  ( i= SM
iminv ; i<= SM

imaxv ; i++)  
 {  
    ,

SM
i jv =True  

}  
End  {For}  

End  {For}  
/* 假設 ,

SM
i jv 為 True 時，終端點的延伸重疊節點僅

在此範圍內才計算*/ 
Step 2 使用座標軸求所有終端節點間最短距離與

可能的 Steiner 節點 

Fo r  j= SM
jminv to SM

jmaxv  

For  i= SM
iminv to SM

imaxv  
當 vi,j屬於Z時，先產生一個相對應的 ( , )AD η ι
，然後將此 vi,j依序存入 LLZ，在此 ( , )AD η ι 中

，以 vi,j為起點執行米字型延伸。 
End  {For}  

End  {For}  
Step 3 計算出 Z 集合的最小伸展樹長 

從 Z 集合中 AD(l)中，可以得知每一個 Zl點到

其他所有 Zl’點的距離。所以可以根據 Prim 的

最小伸展樹演算法求得最小伸展樹的樹長

LMSTinitial。 
S t ep  4  求出 Improvemen t  Tab le  

For  j= SM
jminv to SM

jmaxv  

For  i= SM
iminv to SM

imaxv  
S t ep  4 .1   

若 ,
Steiner
i jv 為指定範圍內重疊節點，則暫時

將 ,
Steiner
i jv 當作是 Z 集合中的一點，然後再

利用 Prim 的最小伸展樹演算法計算求出加

入新節點後的樹長 LMSTi,j。 
S tep4 .2   

DLMSTi,j=(LMSTinitial–LMSTi,j)的值存入相對

應的 ITi,j 位置中，然後將 ,
Steiner
i jv 移除原本

的 Z 集合。若此值為正，則代表此點 ,
Steiner
i jv

具有使原本的 Z 集合的總樹長降低的意義。 
End  {For}  

End  {For}  
Step 5 產生 Steiner vertex 

搜尋整個 IT 所有的值，取其最大的值，若

(iSteiner(l),jSteiner(l))為其相對應的位置，即為

Steiner vertex 所在的座標位置，暫將所產生

的 Steiner vertex 加入原本的 Z 集合中，使用

原本 Z 集合的總樹長減去 Z 集合加入 Steiner 
vertex 的總樹長，結果大於 0，則修改 Z，然

後刪除 ITi,j，結果小於 0，直接刪除 ITi,j，重複

此步驟，遞迴直到 IT 所有的值都計算完為止

。   
Step 6 產生 Steiner Minimal Tree 

將 Step 5 的所得到的 Z 集合，執行一次 Prim
最小伸展樹演算法，所得到的結果利用米字

型延伸的方法，將整個樹的所有的路徑追蹤

完成，整個演算法即完成。 
END{無障礙物八向史坦那樹演算法} 

(三) 效能分析 

1.空間複雜度分析 

關於本文所提出 SMT 的空間複雜度分析，最

原始的地圖必須使用一個 I J× 二維矩陣 jiv , 。在初

始化的過程中，我們使用了 p 個 I J× 二維矩陣 jiv ,

來儲存各個節點所洪氾的狀態，另外還需要一個

I J× 的二維矩陣儲存 IT 的值。再者輔助計算用的

資料結構中，空間中要求最大的 LLZ 及 LLRST 在最

差情況下，其空間需求亦均不會超過 N 個。所以本

演算法的空間複雜度(space complexity) totalSC 為： 

totalSC = v AD IT auxiliarySC SC SC SC+ + +  

2N pN N N= + + +  
( )O pN=  
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2.時間複雜度分析 

關於本文所提出 SMT 的時間複雜度分析，可

分為五個階段來探討，Step 1 為設定座標軸求每個

米 字 型 延 伸 的 範 圍 必 須 設 定 在

( , )
SM
imin jminv , ( , )

SM
imax jminv , ( , )

SM
imin jmaxv , ( , )

SM
imax jmaxv

四個座標點之內，由於四個座標僅作四次設定，因

此時間複雜度 1StepTC ： 

1 (1)StepTC O=  

Step 2 為求每個米字型延伸的距離矩陣，計算

各個 Z 節點的等距離圖，其時間複雜度於計算個別

的等距離圖時，其時間複雜度為 O(p)，但因為需計

算 p 次，因此時間複雜度為 O( 2p )。因此 Step 2

的時間複雜度 2StepTC ： 
2

2 ( )StepTC p p O p= × =  

在 Step 3 中計算出 Z 集合中的最小伸展樹，根

據 Prim 的 MST 演算法所需要的時間複雜度為

O(p2)，所以 Step 3 的時間複雜度 3StepTC ： 
2

3 ( )StepTC O p=  

在 Step 4.1 求出 Improvement Table 的過程中，

因為每一次執行 Prim 的最小伸展樹演算法必須花

費 O(p2)的時間，而其過程為假設每個進行米字型

延伸的第一個重疊節點為 Z 集合中其中一點，所以

最差的情形之下，總共必須執行 8×O(p)次，因此

Step 4.1 的時間複雜度 4.1StepTC 為： 
2 3

4.1 8 ( 1) ( )StepTC p p O p= × + =  

在 Step 4.2 中，從 Improvement Table 中搜尋

Steiner vertex ， 由 於 每 次 搜 尋 必 須

( , )
SM
imin jminv , ( , )

SM
imax jminv , ( , )

SM
imin jmaxv , ( , )

SM
imax jmaxv

從四個座標點之內的空間中搜尋，因此 Step 4.2 的

時間複雜度 4.2StepTC 為： 

4.2 8 ( )StepTC p O p= × =  

因此 Step4 的總時間複雜度 4StepTC 為： 

4 4.1 4.2Step Step StepTC TC TC= +  
3( )O p= + ( )O p 3( )O p=  

第 Step 5 中，必須將 Steps 3-4 的所計算得到的

結果，將所產生的 Improvement Table 中的數值當

成史坦那測試節點，在最多的情況下會有 8(p)個史

坦那測試節點，這些節點使用 MST 遞回產生出史

坦那節點，因此 Step 5 的時間複雜度 5StepTC 為： 
2

5 3 4( ) (8 )Step Step StepTC TC TC p p= + + ×  
2 3 3( ) ( ) ( )O p O p p= + +  
3( )O p=  

綜合 Steps 1-5 的時間複雜度可知道本演算法

的時間複雜度應該為： 

totalTC

1 2 3 4 5Step Step Step Step StepTC TC TC TC TC= + + + +  
2 2 3 3(1) ( ) ( ) ( ) ( )O O p O p O p O p= + + + +  

3( )O p=  

(四 )演算法執行範例與比較  

1.演算法範例 
圖 6(a)是我們的地圖初始狀態，這是一張

10×10 的矩陣，淺灰色節點所代表的是欲連結的終

端節點，本範例中初始設定為 10 個隨機點，而白

色的部分是可以通行的自由節點，圖 6(b)~(d)中黑

色的線段代表根據演算法所計算的結果，我們使用

了相同的例子來執行 3 種不同的演算法，在這此分

析 3 種演算法的差異性，在圖 6(b)中使用 HGMR
平面可容錯八向式史坦那樹試誤型演算法得到的

結果，從中可以發現在利用 HGMR 史坦那樹演算

法所計算出的結果中，所選擇路徑的結果，所產生

一些可以很輕易的發現的非最佳解，反之圖 6(d)中
使用本演算法的執行結果中很難去發現這樣的例

子，而且在圖 6 例子中，所執行樹長的結果剛好等

於圖 6(c)Lou’s 平面可容錯八向式史坦那樹試誤型

演算法。 
從樹長結果來看，Lou’s SMT Algorithm 與本文 

SMT Algorithm 優於 HGMR SMT Algorithm，明顯

的 Lou 與本文所提出的史坦那樹演算法，能夠有效

的找出降低樹長的史坦那節點，本文的史坦那樹演

算法也充分利用了 X 架構的特性，相較於 Lou 來 
看，能夠更快速的找到所需的史坦那節點。這裡的

例子中使用 The SMT Algo.的演算法的結果會比

HGMR 平面可容錯八向式史坦那樹演算法結果要

好，而且接近等於 Lou’s 平面可容錯八向式史坦那

樹試誤型演算法的結果。 
我們可以很清楚的在圖 6 的範例中所觀察到，

使用 Lou 的演算法所得到的結果可以獲得比較短

的路徑長度，不過它所付出的時間以及空間的成本

卻相對的比其他兩種演算法來的大，本文所提出的

無障礙物史坦那樹演算法，不僅近似於 Lou 的路徑

長度，付出的時間最短且空間的成本也優於 Lou 與

HGMR 的 SMT 演算法，整理結果如表 2 所示。 

表 2 無障礙物演算法分析比較表 
p 為 Z 集合總數，N 自由節點總數 
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( a )  In i t i a l  S ta t e  

 
(b )  Resu l t  o f  HGMR SMT Algor i thm 

To ta l  Leng th  =  23 .8  

  
( c )  Resu l t  o f  Lou’s  SMT Algor i thm 

To ta l  Leng th  =  23 .0  

 
(d )  Resu l t  o f  The  SMT Algor i thm              

To ta l  l eng th  =  23 .0  
圖 6  Dif f e rence  be tween  the  r e su l t s  o f  

HGMR,  Lou’s  and  The  SMT Algo .  
 

 

五、有障礙物史坦那樹演算法  
(一)有障礙物八向史坦那樹演算法介紹 

     本小節介紹平面中有障礙物八向式史坦納樹

演算法，本文提出在平面式有障礙物 X 架構上面所

計算之史坦那樹演算法。這裡我們使用使用 HGMR 
Algorithm 中的洪氾特性將本文所提之米字型延伸

能夠避碰障礙物，由於米字型延伸有八個方向，我

們的目的是在有障礙物平面地圖上讓每個終端節

點的米字型延伸都可以延伸到地圖的盡頭，因此我

們用反相思考的方式，以地圖每個方向的盡頭(東、

南、西、北、東北、東南、西南、西北)使用整排的

列座標或行座標當作 HGMR Algorithm 中的起始點

進行整張地圖的洪氾，如此一來在有障礙物空間下

每個終端節點都能夠進行米字型延伸到地圖八個

方向的盡頭，終端點可利用累加的方式進行米字型

延伸，進而找取 MST 與可能的 SV，接著求得 IT
，再利用貪進法的觀念求得史坦納節點，直到無法

求出史坦納節點為止。 
如圖 7 所示，圖 7 地圖西邊的盡頭進行整排的洪氾

範例以地圖八個方向的盡頭，東、南、西、北在此

使用西邊的洪氾為範例，其餘三個方向以此類推。

如圖 8 所示，東北、東南、西南、西北則以西北為

範例，其餘三個方向以此類推。使用整排的列座標

或行座標當作 HGMR Algorithm 中的起始點進行整

張地圖的洪氾。本演算法突破了能在有障礙物空間

下能夠避碰的功能，並且以最快速的時間找出史坦

那節點，建立史坦那樹。其相關副程式描述如下副

程式 
 
八個方向洪氾： 
Step 1 以地圖上最東、南、西、北邊的整排或整列

的座標軸當作起始點，引用 HGMR 演算法

中的洪氾步驟。 
S t ep  1 .1   
針對地圖最東邊的行座標[(I,0)~(I,J)]之中的所

有節點，將上面的所有節點放入 HGMR 演算法

中的 0LL 進行洪氾。 
S t ep  1 .2   
針對地圖最南邊的列座標[(0,J)~(I,J)]之中的所

有節點，將上面的所有節點放入 HGMR 演算法

中的 0LL 進行洪氾。 
S t ep  1 .3   
針對地圖最西邊的行座標[(0,0)~(0,J)]之中的所

有節點，將上面的所有節點放入 HGMR 演算法

中的 0LL 進行洪氾。 
S t ep  1 .4  
針對地圖最北邊的列座標[(0,0)~(I,0)]之中的所

有節點，將上面的所有節點放入 HGMR 演算法

中的 0LL 進行洪氾。 
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(a) Step1 wave propagation 

 
(b) Step2 wave propagation 

 
(c) wave propagation finish 

圖 7 地圖西邊的盡頭進行整排的洪氾範例 
 

Step 2 以地圖上以地圖上最東南、西南、西北、東

北邊的整排與整列座標軸當作起始點，引用

HGMR 演算法中的洪氾步驟。 
S t ep  2 .1  
針對地圖最東邊的行座標[(I,0)~(I,J)]與最南

邊的列座標[(0,J)~ (I,J)] 之中的所有節點，將

上面的所有節點放入HGMR演算法中的 0LL
進行洪氾。 

S t ep  2 .2  
針對地圖最西邊的行座標[(0,0)~(0,J)]與最南

邊的列座標[(0,J)~ (I,J)] 之中的所有節點，將

上面的所有節點放入HGMR演算法中的 0LL
進行洪氾。 

S t ep  2 .3  
針對地圖最西邊的行座標[(0,0)~ (0,J)]與最北

邊的列座標[(0,0)~(I,0)] 之中的所有節點，將 

 
(a) Step1 wave propagation 

 
(b) Step2 wave propagation 

 
(c) wave propagation finish 

圖 8 地圖西邊與北邊的盡頭進行整排的洪氾範例 
 

上面的所有節點放入HGMR演算法中的 0LL
進行洪氾。 

S t ep  2 .4  
針對地圖最東邊的行座標[(I,0)~ (I,J)]與最北

邊的列座標[(0,0)~(I,0)] 之中的所有節點，將

上面的所有節點放入HGMR演算法中的 0LL
進行洪氾。 

END {八個方向洪氾} 

(二)有障礙物八向史坦那樹演算法 

BEGIN 
Step 1 Call 地圖八個方向做 HGMR 演算法洪氾 
Step 2 使用米字型延伸求所有終端節點間最短距

離與可能的 steiner 節點 
Fo r  j=1  to  J  
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For  i=1  to  I  
   當 vi,j屬於 Z 時，先產生一個相對應的 ( , )AD η ι

，然後將此 vi,j依序存入 LLZ，在此 ( , )AD η ι 中

，以 vi,j為起點執行米字型延伸。 
End  {For}  

End  {For}  
Step 3 計算出 Z 集合的最小伸展樹長 

從 Z 集合中 AD(l)中，可以得知每一個 Zl

點到其他所有 Zl’點的距離。所以可以根據

Prim 的最小伸展樹演算法求得最小伸展樹

的樹長 LMSTinitial。 
S t ep  4  求出 Improvemen t  Tab le  
For  j=1  to  J  

For  i=1  to  I  
S t ep  4 .1    

若 ,
Steiner
i jv 為地圖中重疊節點，則暫時將

,
Steiner
i jv 當作是 Z 集合中的一點，然後再

利用Prim的最小伸展樹演算法計算求出加

入新節點後的樹長 LMSTi,j。 
S t ep  4 .2  

      DLMSTi,j=(LMSTinitial – LMSTi,j)的值存入相對

應的 ITi,j 位置中，然後將 ,
Steiner
i jv 移除原本

的 Z 集合。若此值為正，則代表此點 ,
Steiner
i jv

具有使原本的 Z 集合的總樹長降低的意義。 
End  {For}  

End  {For}  
Step 5 產生 Steiner vertex 

搜尋整個 IT 所有的值，取其最大的值，若

(iSteiner(l),jSteiner(l))為其相對應的位置，即為

Steiner vertex 所在的座標位置，暫將所產生

的 Steiner vertex 加入原本的 Z 集合中，使用

原本 Z集合的總樹長減去 Z集合加入 Steiner 
vertex 的總樹長，結果大於 0，則修改 Z，然

後刪除 ITi,j，結果小於 0，直接刪除 ITi,j，重

複此步驟，遞迴直到 IT 所有的值都計算完

為止。   
Step6 產生 Steiner Minimal Tree 

將 Step 5 的所得到的 Z 集合，執行一次 Prim
最小伸展樹演算法，所得到的結果利用米字

型延伸的方法，將整個樹的所有的路徑追蹤

完成，整個演算法即完成。 
END{有障礙物八向史坦那樹演算法} 

(三) 效能分析 

1. 空間複雜度分析 
關於有障礙物八向史坦那樹演算法的空間複

雜度分析，最原始的地圖必須使用一個 I J× 二維

矩陣 jiv , 。在初始化的過程中，我們使用了 p 個

I J× 二維矩陣 jiv , 來儲存各個節點所洪氾的狀態

，另外還需要一個 I J× 的二維矩陣儲存 IT 的值。

再者輔助計算用的資料結構中，空間中要求最大的

LLZ及 LLRST在最差情況下，其空間需求亦均不會超

過 N 個。所以本演算法的空間複雜度 (space 
complexity) totalSC 為： 

totalSC = v AD IT auxiliarySC SC SC SC+ + +  

2N pN N N= + + +  
( )O pN=  

2. 時間複雜度分析 

關於有障礙物八向史坦那樹演算法的時間複

雜度分析，可分為五個階段來探討，Step 1 為求每

個進 Z 節點進行米字型延伸時，能夠避開障礙物，

直到地圖八個方向盡頭的等距離圖，其時間複雜度

於計算個別的等距離圖時，受限於 HGMR 演算法

的洪氾程序，其時間複雜度為 O(N)，但地圖有八個

方向因此需計算 8 次，因此時間複雜度為 8×O(N)
。因此 Step 1 的時間複雜度 1StepTC ： 

1 8 ( )StepTC N O N= × =  

Step 2 為求每個米字型延伸的距離矩陣，計算

各個 Z 節點的等距離圖，其時間複雜度於計算個別

的等距離圖時，其時間複雜度為 O(p)，但因為需計

算 p 次，因此時間複雜度為 O( 2p )。因此 Step 2

的時間複雜度 2StepTC ： 
2

2 ( )StepTC p p O p= × =  

在 Step 3 中計算出 Z 集合中的最小伸展樹，根

據 Prim 的 MST 演算法所需要的時間複雜度為

O(p2)，所以 Step 3 的時間複雜度 3StepTC ： 
2

3 ( )StepTC O p=  

在 Step 4.1 求出 Improvement Table 的過程中，

因為每一次執行 Prim 的最小伸展樹演算法必須花

費 O(p2)的時間，而其過程為假設每個進行米字型

延伸的第一個重疊節點為 Z 集合中其中一點，所以

最差的情形之下，總共必須執行 8×O(p)次，因此

Step 4.1 的時間複雜度 4.1StepTC 為： 
2 3

4.1 8 ( 1) ( )StepTC p p O p= × + =  

在 Step 4.2 中，從 Improvement Table 中搜尋

Steiner vertex，由於每次搜尋必須從 I J× 的空間中

搜尋，因此 Step 4.2 的時間複雜度 4.2StepTC 為： 

4.2 8 ( )StepTC p O p= × =  

因此 Step4 的總時間複雜度 4StepTC 為： 

4 4.1 4.2Step Step StepTC TC TC= +  
3( )O p= + ( )O p  
3( )O p=  

第 Step 5 中，必須將 Steps 3-4 的所計算得到的
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結果，將所產生的 Improvement Table 中的數值當

成史坦那測試節點，在最多的情況下會有 8×O(p)
個史坦那測試節點，這些節點使用 MST 遞回產生

出史坦那節點，因此 Step 5 的時間複雜度 5StepTC 為

： 
2

5 3 4( ) (8 )Step Step StepTC TC TC p p= + + ×  
2 3 3( ) ( ) 8( )O p O p p= + +  
3( )O p=  

綜合 Steps 1-5 的時間複雜度可知道本演算法

的時間複雜度應該為： 

totalTC  

1 2 3 4 5Step Step Step Step StepTC TC TC TC TC= + + + +  
2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )O N O p O p O p O p= + + + +  

3( )O N p= +  
 

(四 )演算法執行範例與比較  

1 .演算法範例  

這邊所舉的例子比較分析三種演算法的差異

性。在圖 9(a)中，黑色的節點代表是不可通行的障

礙物，淺灰色節點所代表的是欲連結的終端節點，

而白色的部分是可以圖 9(b)-(d)中黑色的通行的自

由節點。線段代表根據演算法所計算的結果。從樹

長結果來看，我們可以很清楚的發現，在利用

HGMR 史坦那樹演算法所計算出的結果中，所選擇

路徑的結果，所產生一些可以很輕易的發現的非最

佳解，Lou’s SMT Algo. 與本文 SMT Algorithm 優

於 HGMR SMT Algorithm，明顯的 Lou’s 與本文所

提出的史坦那樹演算法，在有障礙物空間下，能夠

有效的找出降低樹長的史坦那節點，本文的史坦那

樹演算法也充分利用了 X 架構的特性，相較於

Lou’s 的演算法來看，能夠更快速的找到所需的史

坦那節點，迅速有效的建立出史坦那樹。 
我們可以很清楚的在上述的範例中所觀察到，使用

Lou 的演算法所得到的結果可以獲得比較短的路徑

長度，不過它所付出的時間以及空間的成本卻相對 

表 3 有障礙物演算法分析比較表 
p 為 Z 集合總數，N 自由節點總數 

 

 
(a) Initial State 

 
(b) Result of HGMR SMT Algorithm 

Total Length = 23.8 

 
(c) Result of Lou’s SMT Algorithm 

Total Length = 23.0 

 
(d) Result of The SMT Algorithm              

Total length = 23.0 

圖 9  Difference between the results of HGMR, 
Lou’s and The SMT Algo. 

 



 12

的比其他兩種演算法來的大，本文所提出的可避碰

障礙物史坦那樹演算法，不僅近似於 Lou 的路徑長

度，付出的時間最短且空間的成本也優於 Lou 與

HGMR 的 SMT 演算法，其整理結果如前頁表 3 所

示。 

六、結論與未來展望 

本篇文提供在 2D 平面中計算史坦那樹的演算

法，本文所提出無障礙物演算法其時間複雜度皆夠

控制在 O(p3)之內，有障礙物演算法時間複雜度則

控制在 O(N+p3)。本演算法樹長結果都相當近似於

Lou 的演算法。在先前所發現的許多例子中，我們

不難發現，有許多的固定樣式(pattern)在本文的結

果中並不會發生，換言之，HGMR 演算法其結果卻

是跟本文所提演算法與 Lou 演算法的結果是有一

段差距的。 
日後可將本文所提出的史坦那樹演算法運用

到 3D 空間中 10 向式最短路徑演算法，在 PCB 或

是 VLSI 實際情況下，每一層之間可以如同本文演

算法一樣的行走連接，當同一層之間的連結依照米

字型延伸平面 8 向最短路徑演算法來做連結，每一

層之間要做連結還多了上、下兩種方向，所以一共

是 10 向式的空間試誤型史坦那樹演算法，具備實

際應用的價值。 
將來所研究的方向是利用“簡單的概念”可以

將其無障礙空間下，時間複雜度降為 O(p2)，有障

礙物空間下則降低 O(N+p2)為當前目標。可嘗試由

重複執行 MST 的條件下，將其時間複雜度降 p 次

方。 
最後，還可以結合先前的史坦那樹演算法應用

到多組線路上面，也就是平面上單層多組史坦那樹

連結問題的研究，以期能夠更符合在 EDA 領域中

的需求以及研究發展之應用層面。 
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