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摘要―不規則資料重新分配問題在平行處理的環

境下是一個基本且重要的問題。此問題之最佳化

排程可視為一種二分平面圖 (biplanar graphs)之

新 的 邊 塗 色 問 題 ( the chromatic  

max-edge-coloring problem)。此圖論問題已經被

證明其為 NP-complete。我們將為此問題提出一

個找出最佳解的演算法及設計一個快速的貪婪

演算法 (greedy algori thm)。除此之外，有些情況

會希望傳輸的步驟 (次數 )愈少愈好，所以，在最

少的傳輸次數下且成本最小的問題我們也會一

併討論。我們並且設計一個簡單有效的貪婪法並

與最佳解作比較。根據我們的實驗顯示此貪婪法

可以有 6成以上的機率找到最佳解及最差的狀況

其成本低於最佳解的 1.64 倍。  

關鍵詞―資料重新分配問題、邊塗色問題  

一、問題及背景 

平行處理已經被廣泛且有效地運用在

科學問題的解決上。在有大量資料的情況

下，平行處理可以減低每個處理器的負苛

量，並提升效能。一般而言，矩陣的資料

分配於各處理器中的方法可以分成規則

及 不 規 則 兩 種 ： 規 則 資 料 分 配 通 常 用  
BLOCK-CYCLIC(c) 來 做 陣 列 的 分 解  

[14, 15]。而不規則資料分配則沒有特定的

方法，所以分解不平均的陣列時，大都用

個別的方法處理。例如，High Performance 
Fortran version 2 (HPF2) 有提供一種陣
列資料分配的機制，稱為  Generalized 
Block Distribution (GEN_BLOCK) [19, 
20]，其可以將分成數個不同大小區段的

陣 列 對 應 到 另 一 個 區 段 分 法 不 同 的 陣

列，如下圖所示：  

A0  A1  A2  A3  
10 8 12 10 

 
B0  B1  B2  B3  
5 20 7 8 

圖 1、陣列資料重新分配  

一般而言，系統於適當地時機執行資

料之重新分配有助於提昇整體系統的效

率。而不規則資料分配，如 GEN_BLOCK
所提供之功能，可根據每台處理器所能負

擔的計算能力分配適當的資料量。若我們

將處理器看作是點 (vertex)，處理器之間的

資料分配 (傳遞 )關係看作是線 (edge)，這
樣就會成為一個二分圖的問題。圖 2 即為



                                                                             

圖 1 轉成的圖問題的結果。  

 

圖 2、資料重新分配用圖表示  

圖 2 描述了處理器之間的資料傳輸方

法，我們假定在這個分散式系統中，每個

處理器一次只能送資料給一台處理器且

只能從一台處理器收資料；如此，這個資

料傳送之排程問題便成為塗色問題中的

塗邊問題 (edge coloring problem)。圖 3 為
圖 2 問題的一種排程。  

 

圖 3、用塗色表示資料分配  

在圖 3 中，相同顏色的線代表可以同
時傳送的資料，傳送的資料量愈大。所花

的成本（時間）也愈多。因為我們考慮平

行處理系統為同步處理。故每個傳送步驟

的成本為所有可同時傳送（顏色相同）的

資料成本之最大者。表一列出此排程的整

體成本。  
表 1、圖三排程的成本計算  

次數  1 
(red) 

2 
(blue)

3 
(green) 

Total

成本  8 5 7 20 
 

對於不規則資料重新分配的排程問

題，前人設計出一些 heuristic 演算法，但
都不是最佳解。在 [28]，Yu 將此問題定義
成二分平面圖 (biplanar graphs)上的一個新的
圖論問題，即 the max-edge-coloring problem 
(MECP)，此問題目的在於為上述的有權重
(weighted graph)的通訊圖 (即一個二分平面
圖 )G=(V, E)找到一個邊塗色(edge colorings){E1, 
E2, E3, …, Ez}使得 { }∑ =

∈
z

i ikk Eeew
1

 )(max
值最小，這裡的 w(ek)是 ek的權重。在 [28]中，
Yu 並提出一個低於最佳解 2 倍的逼近演
算法。  
本篇論文是希望利用較有效率的暴力

法來找到最少成本的解。除此之外，有些

情況會希望傳輸的步驟 (次數 )愈少愈好，
所以，在最少的傳輸次數下且成本最小的

問題我們也會一併討論。我們並且設計一

個 簡 單 有 效 的 貪 婪 法 並 與 最 佳 解 作 比

較。根據我們的實驗顯示我們的貪婪法可

以有 6成以上的機率找到最佳解及最差的

狀況其成本低於最佳解的 1.64 倍。  

二、前人成果 

規則陣列重新分配技術可以分成兩部

分：Communication Sets Identification 和  
Communication Optimization。前者包括  
PITFALLS [17] 與  ScaLAPACK [16] 的
索引集合產生方法、 Park et al.  [14] 想出
的 演 算 法 用 在 處 理 器 之 間  
BLOCK-CYCLIC 資 料 重 新 分 配 之 時 。

Dongarra et al.  [15] 提 出  
BLOCK-CYCLIC 分 解 的 重 新 分 配 演 算
法。 Zapata et al.  [1] 用  CRS 結構為  
BLOCK-CYCLIC 資料重新分配設計平行

稀疏重新分配碼。同樣地， Generalized 
Basic-Cycle Calculation 在 [3]有 描 述 。
Communication Optimization 技術提供不

同方面的方法來減少多餘的溝通在重新



                                                                             

分配的運作上，限制傳輸多餘資料的處理

器對應技術 [10, 12, 4]就是其例子，減少

訊 息 起 始 成 本 的 多 方 重 新 分 配 策 略  
[11]、避免節點問題的溝通排程方法 [2, 7, 
13, 21]， 以 及 重 疊 溝 通 與 多 餘 計 算 的  
Strip Mining Approach [18]。  
在不規則陣列重新分配方面，之前的

文獻著重在索引和訊息的產生或溝通效

率。Guo et al .  [9] 提出一個溝通集合產生
和減少溝通成本的符號分析方法。針對減

少通訊成本來說，Lee et al.[12]提出四個
邏輯處理器描繪演算法在不規則陣列重

新分配上。  
Guo et al.[19, 20]用一個各個擊破的演

算法來解不規則陣列重新分配。Neighbor 
Message Set (NMS) 演算法將相同發送端
（或接收端）的溝通訊息分成幾個群組，

在根據特定狀態合併  NMS 之後再排出
最後的答案。  
在 [21]裡，Yook 和  Park 提出一個改

變位置的演算法，這個演算法由兩個階段

所組成，分別為列表排程階段與改變位置

階段，第一個階段以降冪排序全域訊息然

後配置它們到溝通排程中，當有衝突發生

時，改變位置階段就會進行一系列的重新

排程運作，但是這個階段會導致多餘的計

算並降低演算法的效能。  

三、暴力法之設計  

首先設計一個有效率的演算法來找

到最佳解。此法找出最佳解後，並可以和

將來所設計的貪婪演算法做比較。  
因為每個處理器在同一步中只能傳

送或接收一個來自其它處理器的資料，所

以排程所需最小步數（最少所需顏色）為

圖的  max degree。假設有 n 條線，m 個顏

色，總共就有 nm 種顏色組合，但是共點的
線須不同色，所以存在共點的線相同顏色

的顏色組合就不是合理的排程方法，也沒

有計算的必要。為了避開上述的顏色組合

並 產 生 其 餘 所 有 顏 色 組 合 以 找 出 最 佳

解，我們設計以下演算法。  
以下用一個例子說明我們提出的改進

後的暴力演算法。  

 

圖 4、找出 X ,  Y ,  Z 集合  

如圖四，首先找出 X ,  Y 及所有  Z  集
合，其次初始每條線的顏色。X 集合中的
線不受限制，可任意選擇顏色；Y 集合的
線因 X 已經選擇藍色，必須選其它顏色；

而各個 Z集合的線必須考量到 X ,  Y與在同
一個 Zi 中的線的顏色再選擇顏色，如下圖

所示：  

 
圖 5、顏色的初始  

要換到下一組顏色組合時，先換各個  
Z 集合，若 Z 集合都換完，就換 Y 集合，
若 Y 集合換完，再換 X 集合，若連 X 集合
都換完，就結束演算法。  
因為此圖 max degree 為四，最少需用

四個顏色，而 Z 集合受限於 X 及 Y，所以



                                                                             

只能用兩個顏色，因此，Z1 , Z2 及 Z3 分別

有兩種顏色組合，整個 Z 就有 2×2×2=8 種
顏色組合。若與 Y 集合的線共點的 X 集合
的線的顏色不同，則此 Y 集合的線有兩種

顏色組合；若相同，則有三種顏色組合。

X 集合則是有 6443 = 種顏色組合。  

演算法 1、暴力法  
定義 E 為圖 (graph)中的所有線 (edge)的
集合  
1  將 E 中的所有線照圖中的位置由左
自右排序  

2  找出 E 中的骨幹 B  (backbone)線集
合。即 B={所有兩個端點  degree 皆
大於一的邊 }∪{最左與最右的兩條

邊 }。  
3  為 B 中的線編號 e0 , e1 ,  e2,  . . .  ek。  
4  令線集合 X 為 {ei∈B | i∈偶數 }。  
5  令線集合 Y 為 {ei∈B| i∈奇數 }。  
6  令線集合 F 為 E-B。  
7  令線集合 Zi 為 F 中第 i 個連通元件

(connected component)的線集合。  
8  令整數 minCost 的值為無限大。  
9  初始 X 中的線的顏色。  
10 初始 Y 中的線的顏色，使得圖不會產

生抵觸 (conflict)。  
11 對於所有的 Zi，利用相鄰 X 或 Y 的線
所沒有用到的顏色來做初始。  

12 對於所有的 Zi。  
12.1 當 Zi 能夠且換到下一組線的顏

色組合時，跳至步驟 21。  
13 當 Y 沒有下一組線的顏色組合時，跳
至步驟 17。  

14 將 Y 換到下一組線的顏色組合。  
15 對於所有的 Zi，利用相鄰 X 或 Y 的線
所沒有用到的顏色來做初始（同步驟

11）。  

16 跳至步驟 21。  
17 當 X 沒有下一組線的顏色組合時，跳
至步驟 24。  

18 將 X 換到下一組線的顏色組合。  
19 初始 Y 中的線的顏色，使得圖不會產

生抵觸（同步驟 10）。  
20 對於所有的 Zi，利用相鄰 X 或 Y 的線
所沒有用到的顏色來做初始（同步驟

11）。  
21 令整數 cost 為現在的圖所算出的成
本。  

22 讓 minCost 為 min{cost ,  minCost} 
23 跳至步驟 12。  
24 演算法結束，minCost 為最小的成本。
 
使用這個演算法可大幅降低尋找最佳

解所需時間。對於一個上下各七個點的圖

且  max degree 為四，使用將所有顏色組
合都計算過的方法來尋找最佳解需要一

分鐘，但在同一台電腦上執行此演算法只

需不到一秒即可找到最佳解。  

四、貪婪法之設計  

貪婪法在解決一些問題時有不錯的表

現，有時可以獲得最佳解或近似解，我們

試著在這個問題上設計一個貪婪法的演

算法。  
此排程問題之成本計算為將每個步驟

的成本相加所得，每個步驟的成本為同步

驟（相同顏色的線）中資料傳輸量最大

者，因此總成本的大小只會與這些步驟中

傳輸量最大者有關。這些傳輸量最大者可

以看成是在「保護」同步驟中其餘的資料

傳輸，使得它們不會被突顯出來而影響到

總成本的大小。在所有的資料傳輸中，會

有一個（或多個）最大的傳輸量，這些資



                                                                             

料 傳 輸 不 可 必 免 的 要 保 護 其 它 資 料 傳

輸，所以盡可能讓所有資料傳輸都被最大

資料傳輸所保護以達到降低成本的目標

是很直覺的方法，因此我們設計以下演算

法。下圖是一個用圖表示處理器與資料傳

輸關係的例子，我們準備利用上述貪婪法

排程。  

 

圖 6、準備排程的圖  

首先以線的傳輸量由大到小排序，結

果會是  30, 27, 26, 26, 24, 18, 17, 8, 1，再
從 最 大 的 資 料 傳 輸 開 始 加 入 第 一 個 步

驟，如果發生抵獨（共點）就不要將線加

入步驟，並繼續判斷剩下的線。圖七右邊

為在第一步會做傳輸的線，左邊為還未排

程的線。  

 

圖 7、排程的第一步驟  

接著在剩下的線中繼續選擇第二步驟

的排程。  

 

圖 8、排程的第二步驟  

當左邊的圖的 max degree 為二時，就
要進行另一個處理。此時有兩個連通元

件。找出連通元件中的兩個獨立集合，以

第一個連通元件為例就是  {24, 1} 及  
{18}，從傳輸量較大者開始尋找可以加入

的步驟，結果  {24, 1} 被分到第三步、{18} 
被分到第四步，之後再對下個連通元件做

相同的處理。最後的結果如下圖所示，總

成本是九十九，與最佳解相同。  

 

圖 9、貪婪法排程的結果 

演算法 2、貪婪法  
定義 E 為圖 (graph)中所有線 (edge)的集合
1  令整數 s 為 0。  
2  對 E 中的線依照重量 (weight)由大至
小排序。  

3  對於 E 中每一條線 e∈E（重量由大至

少）。  
3.1 如果圖中有一個點 (vertex)的度

數 (degree)大於二，跳至步驟 3.4。
3.2 令 Ci為只剩 E 的圖的第 i 個連通

元件 (connected component)。  
3.3 對於每個 Ci。  

3.3.1 找出 Ci 中的兩個獨立集合

(independent set) p0,  p1。  
3.3.2 如果 p0 的成本小於 p1 的成

本，交換 p0 與 p1。  
3.3.3 將 p0 加入依成本由大到小排

好的第一個步驟中，使得圖不

會產生抵觸 (conflict)。  
3.3.4 將 p1 加入依成本由大到小排

好的第一個步驟中，使得圖不



                                                                             

會產生抵觸。  
3.3.5 結束演算法。  

3.4 將 e 放入第 s 個步驟中。  
3.5 如果發生抵觸，取出 e 並將之放

回 E 中。  
4  s=s+1。  
5  跳至步驟 3。  

五、貪婪法的效能分析  

下表為貪婪法在不同點數、最大傳輸

量、比較次數、正確率與最大倍率的統計

結果。點數 5 代表圖上下各有 5 點；最大
傳輸量為亂數產生圖時傳輸量的亂數上

限。  

表 2、貪婪法的效能  
點

數  
最大傳

輸量  
比較次

數  
正確

率  
最大倍

率  
5 30 1000 65.4% 1.55 
6 30 1000 63.9% 1.6 
5 100 1000 66.5% 1.59 
6 100 1000 62.6% 1.64 

雖然正確率不高，但貪婪法所計算出

的解與最佳解的差距不大，整體而言是一

個不差的演算法。  

六、結論  

不規則資料重新分配問題之最佳化排

程可視為一種二分平面圖之新的邊塗色

問題，我們為此問題提出一個找出最佳解

的 演 算 法 及 設 計 一 個 快 速 的 貪 婪 演 算

法，並觀察到此貪婪法所得到的解與最佳

解的差距不大。未來可試著找出此貪婪法

的解與最佳解的最大倍率上限，並證明它

是一個近似解，或提升貪婪法的正確率，

以提升其效率，並將其成果運用於平行系

統中不規則資料重新分配之排程設計上。 
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