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中文摘要 

線插值是 GIS 的一個基本功能不僅僅用於圖形的平滑、整飾，而且應用於資料的

補充。當我們在表現資料時，常常會有需要比實際量測點上的值更細密的情況，

或者是有需要在範圍外預測其值，用線插值法來處理可以快速、正確的達捯要求。 

在研究方法中用一個實際的例子詳細介紹用線插值法求圖形平滑的實際步驟及

計算公式，對於想要了解用線插值法求圖形平滑會有實際的幫助。 

 

關鍵字： 

線插值、多項式插值法 
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壹、前言 

線插值屬於一維插值，該項GIS的一個基本功能不僅僅用於圖形的平滑、整

飾，而且應用於資料的補充，即對一維離散函數的資料補充。當我們在表現資料

時，常常會有需要比實際量測點上的值更細密的情況，或者是有需要在範圍外預

測其值。比方說天氣圖的繪製，不論是氣壓或是雨量，都不可能做到處處都有測

量站，又例如我們關心一天之中溫度隨時間的變化，但是實際上記錄氣溫的動作

可能只是每小時一次，則我們要作一個連續的圖時，就會用到插值法。 

所謂線插值，可以作如下數學表述： 

己知座標點P1（x1,y1）、P2（x2,y2）、P3（x3,y3）…………Pn（xn,yn），

要求構建一個連續函數曲線解析運算式， 

Y = f( x ) 

使此曲線通過或最接近座標點的各節點，這樣將離散點連成一條連續、平滑的曲

線。對引數x作若干補充，代入函數中，即可計算出相應的Y，產生若干插入座標

點，將原已知離散點和插入點順序連接起來，原座標曲線得到平滑。 

線插值有三種演算法 

（1）多項式法 

（2）張力樣條法 

（3）貝塞爾函數法 

第（1）種方法保證平滑曲線經過每一已知離散點，此方法可用於資料補充。 

第（2）、（3）種方法曲線除起、止兩點外，一般不經過離散點，只是最大接

近。
1 

 

貳、參考文獻 

多項式插值法 

在數學兩個點可決定一條直線（不轉彎）、三個點決定一條二次曲線（會轉

一次彎）、四個點決定一條三次曲線（會轉兩次彎，有反曲點）………等。這些

曲線都是以多項式的形式（變數出現時，些是整數次方）。 

一個 n - 1 次曲線的多項式雖有像 y = a(n-1)x(n-1) + a(n-2)x(n-2) + .... + a1x 

+a0 這樣的通式可以表示出，但必須代入 n 個表列值才能定出 an-1 至 a0 那 n 

個係數，一下子不易看出。 

                                                 
1 資料來源：嚴泰來老師上課資料 
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數學上有一個 Lagrange 多項式公式，它可以由 n 對 (x,y) 值唯一決定 

n-1 階多項式，且公式非常好記， 如下面公式   

 

記法參考：寫下每一項都有係數 yi，分母全是 (xi - xj)，其中 i ≠ j，

分子則全部都是 (x - xj)，一樣是 i ≠ j ，這樣的項共有 N 個相加。我們的

式子最高項次一定是 xN-1，符合 (x - xj) 連乘，並且當 x 恰為某一個 tabulated 

point xi 時，yi 會因分子分母一模一樣抵消成 1 而留下來，而其他具 yj 的項

則因其分子必定有 (x - xi) 而成為零，因此 y = yi，符合表列值的定義。  

有了上面 Lagrange polynomial 的定義，拿來寫個程式，對任給的 x 求插

值，也並非不可以，只是這樣就少了誤差分析及精密度控制的動作。 

真正有用的演算法，是 Neville's 演算法。它定出 Pi 為原本表列值 yi，

而 Pi(i+1) 則代表一般表列點是 xi 與 xi+1 所構成的一階 Lagrange 多項式。  

 

Neville's algorithm 厲害的地方，是發現由低階多項式，可以經由組合而

系統化地得出更高階多項式（例如自 P12 及 P23 得出 P123），根據下列關係式： 

 

另外，不同級數間的大小差異，也方便地定義了 C 與 D 如何從 P 得到： 
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進一步推導，C 與 D 更可以從前一級的 C 與 D 得到  

 

如此，我們再回去看上面那個橫向金字塔，比方說想要得 x 的 P1234，可由 低

級數的 P 出發，透過 C 或 D 的求得並附加到 P 上，來獲得較高級數的 P（即

在 橫向金字塔 中由左而右）越做越精密， 並且可一路上追蹤不同階數多項式

之間的誤差度。2 

叁、研究方法 

將一條由四個點連接的曲線，利用『線插值』計算，在這四個點鐘分別插入

1~2 個點，點位置算出後繪製「插值前、後」之圖形。計算步驟如下： 

（一）「線插值」公式： 

      1、B1（U）、B2（U）、B3（U）、B4（U）之計算方式分別如下： 

            B1（U）＝U×（U-1）×（U-2）/（-1）×（-2）×（-3） 

            B2（U）＝（U＋1）×（U-1）×（U-2）/（1）×（-1）×（-2） 

            B3（U）＝U×（U＋1）×（U-2）/（-1）×（1）×（2） 

            B4（U）＝（U＋1）×U×（U-1）/（3）×（2）×（1） 

     2、X＝X1B1（U）＋X2B2（U）＋X3B3（U）＋X4B4（U） 

            Y＝Y1B1（U）＋Y2B2（U）＋Y3B3（U）＋Y4B4（U）  

（二）「插值前」之四個點（X，Y）座標分別設定如下： 

          1.第一點：（X，Y）＝（1,1）－此時 U值＝（-1） 

          2.第二點：（X，Y）＝（2,4）－此時 U值＝0 

          3.第三點：（X，Y）＝（4,3）－此時 U值＝1 

          4.第四點：（X，Y）＝（5,2）－此時 U值＝2 

（三）繪製「插值前」之圖形： 

                                                 
2多項式插值法參考資料 

http://boson4.phys.tku.edu.tw/numerical_methods/nm_units/interpolat

ion_n_extrapolation_intro_n_polynomial.htm 
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（四）進行「線插值」計算： 

          1.選取 5個介於（-1）、0、1、2 之間的「插值點」，分別為 U＝（-2/3）、

（-1/3）、1/2、2/3、3/2。 

      2.將 U 值代入公式計算，分別得出以下之數值： 

       （1）U＝（-2/3）時： 

B1（U）＝40/81、B2（U）＝20/27 

B3（U）＝（-8/27）、B4（U）＝5/81 

       （2）U＝（-1/3）時： 

B1（U）＝14/81、B2（U）＝28/27 

B3（U）＝（-7/27）、B4（U）＝4/81 

       （3）U＝1/2 時： 

B1（U）＝（-1/16）、B2（U）＝9/16 

B3（U）＝9/16、B4（U）＝（-1/16） 

（4）U＝2/3 時： 

B1（U）＝-4/81、B2（U）＝10/27 

B3（U）＝20/27、B4（U）＝-5/81 

（5）U＝3/2 時： 

B1（U）＝1/16、B2（U）＝-5/16 

B3（U）＝15/16、B4（U）＝5/16 

3.再運用公式計算出 5個「插值點」之（X，Y）座標，分別如下： 

U＝（-1）時，（X，Y）＝（X1，Y1）＝（1,1）； 
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  U＝0 時，（X，Y）＝（X2，Y2）＝（2,4）； 

  U＝1 時，（X，Y）＝（X3，Y3）＝（4,3）； 

  U＝2 時，（X，Y）＝（X4，Y4）＝（5,2）】 

 （1）第 1個插值點之（X，Y）座標： 

     X＝X1B1（U）＋X2B2（U）＋X3B3（U）＋X4B4（U） 

      ＝1×40/81＋2×20/27＋4×（-8/27）＋3×5/81≒1.10 

    Y＝Y1B1（U）＋Y2B2（U）＋Y3B3（U）＋Y4B4（U）  

     ＝1×40/81＋4×20/27＋3×（-8/27）＋2×5/81≒2.69 

（2）第 2個插值點之（X，Y）座標： 

   X≒1.46   

 Y≒3.64 

（3）第 3個插值點之（X，Y）座標： 

    X≒3.0   

 Y≒3.75 

（4）第 4個插值點之（X，Y）座標： 

    X≒3.35    

 Y≒3.53 

（5）第 5個插值點之（X，Y）座標： 

    X≒4.75    

 Y≒2.25 
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（五）繪製「插值後」之圖形： 

     1.第一點：（X，Y）＝（1,1） 

     2.第二點：（X，Y）＝（1.10,2.69） 

      3.第三點：（X，Y）＝（1.46，3.64） 

      4.第四點：（X，Y）＝（2，4） 

      5.第五點：（X，Y）＝（3.0，3.75） 

      6.第六點：（X，Y）＝（3.35，3.53） 

      7.第七點：（X，Y）＝（4，3） 

      8.第八點：（X，Y）＝（4.75，2.25） 

      9.第九點：（X，Y）＝（5，2） 

 

 

肆、研究結果 

將9點繪製圖形如下，紅色線為插值前圖形，藍色線為插值後圖形，原先 4

個點得曲線角度較大，利用插值法計算出插補點，這樣將各點連成一條連續、平

滑的曲線，可以看出插值後曲線變的平滑了。 
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